Sicherung der Nachhaltigkeit

Die Aufgaben dieses Abschnitts dienen dazu, notwendiges Vorwissen vergangener Semester
fir die Kompetenzbereiche dieses Moduls zu wiederholen und zu aktivieren und die
Grundlagen dafur bereitzustellen und zu erganzen.

Ziel ist eine nachhaltige Sicherung der entsprechenden Grundkompetenzen.

@1. Aufgabe

Die Abbildung zeigt das Hohenprofil einer Bergfahrt:
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a) Gib die lokalen und globalen Minimum- und Maximumstellen des Profils an!
b) Beschreibe das Monotonieverhalten des Graphen im gegebenen Definitionsbereich!
¢) Berechne und interpretiere den folgenden Term im vorliegenden Sachzusammenhang!

2,369 - 1,145
48 - 14,5

d) Stelle fir die Intervalle [29,2; 32,776] und [32,776; 43,097] mithilfe der Randpunkte der
Intervalle Geraden in der Form y = kx + d auf, die ndherungsweise das H6henprofil des
StraRenverlaufs beschreiben!

Zeichne die Geraden in die Grafik ein!

Berechne anschliefend jeweils die Steigung bzw. das Gefalle dieser Geraden in Prozent
und den Anstiegswinkel (Neigungswinkel) in Grad!

Berechne den Schnittwinkel der beiden Geraden!

@2. Aufgabe

Der Preis p eines Produkts in Euro/Mengeneinheit (€/ME) kann als Funktion des
Monatsumsatzes x in ME durch p(x) = -0,3x + 45 fur O =< x < 150 angegeben werden.
Der Erlds E in Euro beim Verkauf von x ME im Monat wird durch den Zusammenhang
E(x) = p(x) - x beschrieben.

a) Berechne die Umkehrfunktion p’1 (= Nachfragefunktion) und gib deren Definitionsmenge an!
b) Ermittle und interpretiere p'1(95)!

¢) Berechne die erlésmaximierende Stelle und den maximalen Erlos!
) E(20) - E(10) .
d) Interpretiere % im Sachzusammenhang]! FA |1.3]11.5] AN |1.1]

AG |3.2] FA |1.4]11.5]11.7]12.2|12.3]12.4] AN |1.3]
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Sicherung der Nachhaltigkeit
@. Aufgabe

Eine Firma erzeugt Autos.
Der dabei zu erwartende Gewinn kann durch folgende
Gewinnfunktion berechnet werden:

G(x) = -2,5x% + 180x - 1 200

X ... Anzahl der Autos in ME
G(X) ... Gewinn in GE

a) Berechne die Nullstellen der Funktion und deute
sie im Zusammenhang]!

b) Bestimme die mittlere Anderungsrate des Gewinns
im Intervall [30; 50] und deute sie im Zusammenhang]!
Berechne die Gewinnsteigerung pro ME bei einer Steigerung der Verkaufsmengen von 20
auf 30 ME!

¢) Berechne jene Produktionsmengen, bei denen der Gewinn 1 000 GE betragt!

d) Berechne die gewinnmaximierende Menge und den maximalen Gewinn!

AG [2.3] FA11.211.411.5]1.714.3] AN |1.3]
@I. Aufgabe

Ein Kreis hat den Mittelpunkt M(3|-1) und geht durch den Punkt A(7|2). L
Der Punkt B(6| -5) liegt auf dem Kreis. Durch A lauft die Gerade t, die normal zu AM ist.
Weiters ist die Gerade s eingezeichnet, die durch A und B geht.

s N fs
) \

W

. /

a) Beschreibe jeweils die Lage der Geraden s bzw. t in Bezug auf den Kreis!

b) Stelle die Gleichung der Geraden t auf! Stelle die Gleichung der Geraden s auf!
Berechne den Schnittwinkel der Geraden s und t! L
Ermittle den Abstand der Geraden s zu M und setze ihn in Beziehung zu AM!

¢) Bestimme den Mittelpunkt M,z der Strecke AB!

Stelle eine zu AB normale Gerade g durch M,z auf!
Zeichne g ein und beschreibe, was dir bezuglich des Punkts M auffallt!
Ermittle anschlieBend rechnerisch, ob M auf g liegt!
d) Zeichne die Gerade p: -2x + 3y = 14 ein!
Beschreibe deren Lage zum Kreis! L
Ermittle den Abstand der Geraden p zu M und setze ihn in Beziehung zu AM!
AG 13.2|13.43.5|
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Sicherung der Nachhaltigkeit

@5. Aufgabe

Gateway Arch ist eine berihmte Sehenswurdigkeit in St. Louis, Missouri, und gilt als das
Wahrzeichen der Stadt. Die Form des ungewdhnlichen Bauwerks entspricht naherungsweise
einer Parabel.

Man nimmt den héchsten Punkt des Gateway Arch als Scheitel einer Parabel mit den
Koordinaten S = (0| 0) an. Die Spannweite (Breite des Bogens am Boden) betragt ebenso wie
die H6he des Bauwerks 192 m.

Ermittle eine Funktionsgleichung der Parabel in der
Form f(x) = a - x°!

Zu einem besonderen Anlass soll am Bauwerk
parallel zum Boden eine 72 m lange Lichterkette
montiert werden.

Berechne die Mindesthéhe (vom Boden aus
gemessen) fur die Montage!

Ermittle rechnerisch die Mindestlange einer
Lichterkette, die in 200 m Hohe angebracht werden
soll! AG 12.313.2| FA |1.411.713.113.213.3]

Die Bewegung eines Autos im Zeitintervall [O; 8]
. i) in Minuten (min) ist durch nebenstehendes Weg-
/ Zeit-Diagramm festgehalten.
. a) Ermittle die mittlere Anderungsrate fiir die
. Intervalle [1; 2] und [1; 8] und interpretiere sie
) / im Sachzusammenhang!
' / b) Gib alle lokalen und globalen Extremstellen
/ im gegebenen Intervall sowie das
5 / :
/ Monotonieverhalten an!
b / c) Ermittle anhand der in der Abbildung
3 / gegebenen Werte die Funktionsgleichung s(t)
2 212) einer Polynomfunktion 3. Grads.
oin /7t1075) #in min
0 10
Die Grafik rechts zeigt die Geschwindigkeitsfunktion vt in kin/min
des Autos im Intervall [0; 9,3]. ’ L
175 TN
d) Interpretiere den Hochpunkt im - / AN
Sachzusammenhang! 1/ \
e) Ermittle ndherungsweise, welche Geschwindigkeit / \
das Auto zu Beginn der Messung hatte! ' \
Gib an, wann das Auto wieder zum Stillstand 07 \
kommt! 83
f) Beschreibe, wie man die durchschnittliche 025 —
Beschleunigung im Zeitintervall [1; 3] : An L

bestimmen kann!
Lies jenes Zeitintervall ab, in dem die durchschnittliche Beschleunigung negativ ist!
AG 12.3| FA|1.211.411.5|1.714.3] AN |1.3]
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Polynomgleichungen hoheren Grads

Franciscus Vieta (1540 - 1603) war ein franzdsischer Advokat und
Mathematiker. Er fihrte Buchstaben als Variable und das Rechnen
mit Buchstaben und mit Symbolen flir Rechenoperationen in die
mathematische Notation ein und gilt daher als ,Vater der Algebra“.

Er unterschied die ,logistica numerosa“ als reines Zahlenrechnen von
der abstrakteren ,logistica speciosa“, dem , Buchstabenrechnen®.
Unsere heutige Schreibweise ist grofStenteils auf ihn zurlickzu-
flhren.

Bekannt ist zB der Satz von Vieta Uber die Loésungen einer
quadratischen Gleichung. Der Satz lasst sich auf Polynomgleichungen
bzw. Polynome beliebigen Grads verallgemeinern und ist daher die
Grundlage fur das Lésen von Gleichungen héheren Grads durch
Polynomdivision.

Franciscus Vieta

1.1 Losungsverfahren fiir Polynomgleichungen hoheren Grads
1.1.1 Der Grad einer Polynomgleichung

11 Forme die Gleichung (x - 1)4 + 3x° + 9 = 0 in die Ubliche Schreibweise einer
Polynomgleichung um!
Gib den Grad der Polynomgleichung an! AG |1.2]

Ein Polynom ist die endliche Summe von Potenzen einer Variablen mit nattrlichen
Hochzahlen. Eine Polynomgleichung entsteht durch Nullsetzen eines Polynoms.

Unter dem Grad einer Polynomgleichung versteht man die héchste vorkommende Hochzahl
der Variablen im Polynom.
Die Gleichung in obigen Beispiel wird mithilfe der binomischen Formel umgeformt:

X*-4x3+6x2-4x+1)+3x°+9=0

Die Polynomgleichung lautet:

xX*-x3+6x°-4x+10=0

Der Grad der Polynomgleichung ist 4, was auch ohne Umformung sofort erkennbar war.

Eine Polynomgleichung des Grads n (n € N*) hat die Form:
ag+ax+ax’+..+ax"=0
n ist die hochste vorkommende Hochzahl.

1.2 Ordne dem angegebenen Grad jeweils die korrekte Polynomgleichung aus A bis F zu!
AG [1.2]

x3+6x-(x3+7x)—2=0
—x4+5x2-(x3+2)—3x2=0
6x>-(x-1)°+3x>+x-5=0
x-22-x3+6x2+9=0
-8x*+2.(x+5)%.(2x-5)>-40x>=0
(-x+3)2-(x+1)2-x*+5=0

AW [(N |
m m[{O O | W |>
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Polynomgleichungen hoheren Grads

1.1.2 Polynomgleichungen 1. und 2. Grads

13 Lose die Gleichungen a) 4x+8=0 und b) x2+2x-1=0inG=R!
AG |1.2]2.2|2.3|

a) Im Fall einer linearen Gleichung sprechen wir von einer Polynomgleichung 1. Grads. Wir
kénnen Aquivalenzumformungen anwenden und erhalten die Losung x = -2.

b) Im Fall der quadratischen Gleichung haben wir es mit einer Polynomgleichung 2. Grads zu
tun. Wir erinnern uns:
Die beiden Losungen einer quadratischen Gleichung in allgemeiner Form

- . -b+ Vb - 4ac
ax? + bx + ¢ = 0 erhalten wir (iber die Formel: X4 0= o7

In der normierten Darstellung X2+ px + q = 0 16sen wir mithilfe der Formel:

p p\2
X125 -3 % (E) -q.
Es ergeben sich zwei Lésungen in R, wenn die Diskriminante (= der Ausdruck in der
Formel unter der Wurzel) positiv ist.
Nur eine Losung in R erhalten wir, wenn die Diskriminante null ist.
Ist die Diskriminante negativ, dann sind die méglichen Lésungen nicht reell.

In unserem Beispiel konnen wir die kleine Losungsformel x; , = -1+ V1 + 1 verwenden,
um die Gleichung zu lésen.
Es ergibt sich also x, = -2,414... und x, = 0,414....

Ist der Grad des Polynoms gleich 1, so erhalten wir die lineare Gleichung ay + a;x = 0, ihre
a

Losung ist x = - a—:

Ist der Grad des Polynoms gleich 2, ergibt sich die quadratische Gleichung

agtax+ a,x? = 0. Diese kdnnen wir mit der bekannten Lésungsformel Idsen und

-a, +\a,® - 4apa,
erhalten keine, eine oder zwei reelle Losungen der Form x4 ===,
14 Lose die folgenden Polynomgleichungen vom Grad 1 in R! AG |1.2]2.2]
a) x-8=0 b) 2x+6=0
c) dx-9=1 d -3x+8=5
e) -0,5x+6 =2 f) Sx-2=1
¢1.5 Lose die folgenden Polynomgleichungen vom Grad 2 in R! AG 11.2]2.3]
a) X -12x-1=0 b) 3x° - 25x +5=0
c) 2*-7x+2=0 d) -x>+6x-8=0
e) -0,1x*+1,3x-0,7=0 f) 2x2-2x-1=0
M¢1.6 Ordne den Losungsmengen M C R jeweils die passende Gleichung aus A bis D zu!
AG 11.212.3]
M= {} A X2 -2x-2-x*+2)+4=0
M = {0} B X2+2x-2-(x+2)+4=0
c X>+2x-2-(x-2)+4=0
D 2x%+2x+2-(x-2)+4=0
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Polynomgleichungen hoheren Grads

1.1.3 Polynomgleichungen durch Herausheben lésen

1.7 Lose die Polynomgleichung 3. Grads 33+ 7x2+4x=0inR! AG |1.2]2.3]

Wir heben x heraus, die Gleichung wird zu x - (3x2 +7x+4)=0.
Da das Produkt zweier Faktoren laut Produkt-Null-Satz genau dann null ist, wenn
(mindestens) einer der beiden Faktoren null ist, erhalten wir die erste Losung x; = 0.

Um die Ubrigen Lésungen zu finden, |6sen wir die Gleichung 3x2+ 7x + 4 = 0 mit der
grofRen Lésungsformel und erhalten die Lésungen x, = -1 und x5 = - %.

Das Herausheben ist dann von Bedeutung, wenn eine Gleichung mit a, = O vorliegt.
Ist eine Polynomgleichung vom Grad 3 mit a, = O gegeben, so erhalten wir:
a;x+ax> +asx>=x-(a; +ayx+azx’)=0

Die 1. Lésung ist stets null. Die 2. und 3. Losung ergibt sich aus der Losung der
quadratischen Gleichung in der Klammer.

Istay # O, so ist dieses Verfahren nicht anwendbar.
Wir kbnnen auch mehrgliedrige Terme herausheben:

1.8 Lose die Gleichung (x - 1)-(x +3)+7-(x +3)=0in R! AG [1.2]2.3]

Loésung:

Wir heben den Faktor x + 3 heraus und erhalten die Gleichung
x+3)-(x-1)+7)=0.

Die erste Lésung ist die Losung von x + 3 =0, x; = -3,

die zweite ist die Lésung von (x - 1) + 7 = 0, also x, = -6.

Aus einer Polynomgleichung mit ap = O, bei der alle Summanden einen gemeinsamen
Faktor haben, kdnnen wir diesen gemeinsamen Faktor herausheben.

Wir erhalten ein Produkt von Gleichungen mit geringerem Grad.

Mithilfe des Produkt-Null-Satzes kdnnen wir Losungen finden, indem wir alle Faktoren null
setzen und die einfacheren Gleichungen losen.

1.9 Kreuze jene Gleichung an, die durch Herausheben auf eine Gleichung reduziert
werden kann, deren Faktoren héchstens von Grad 2 sind! Begrinde! AG |1.2]12.3]
x*-33+x=0 [ ] 8x*+x3-3x2-9x=0 [ ]
Bx3+6x2+7=0 [1 | x+1)-x-5°+2.8-40)=0 | []
8x*-5x3+x%=0 [ ] —Bx+ 7 - (6x+14)°=0 [ ]

1.10 Forme die Polynomgleichungen durch Herausheben um und l6se sie in R! AG |1.2]2.3]

a) x>-5x°+x=0 b) -6x3+3x=0
¢) 5x*-x?=0 d) 7x*+2x*>-8x?=0
e) 3-x-2°+2-(x-2)=0 f) -x+5)°-5-(x+5)*=0
¢1.11 Lose die Gleichungen in R durch Herausheben und wende anschliefend den
Produkt-Null-Satz an! AG [1.2]2.3]
a) (x-3)2-3-(-2x+6)=0 b) (4x+12)+ (x+3)3=0
¢) (x* - 2x>+x) +2x2 - 2x=0 d) (x+3)-(x-1) - (5+1]=0
e) x-2°-(x*-4x+4)=0 f) 6-(-x+3)*-2.(3-x?=0

Lésungsverfahren flr Polynomgleichungen
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Polynomgleichungen hoheren Grads

1.1.4 Polynomgleichungen durch Faktorisieren losen

1.12 Lose die Gleichung x° - 144 = 0 in R! AG 11.212.3]

In dieser Gleichung kommt ein konstantes Glied vor, wir kommen also m|t Herausheben
nicht ans Ziel. Wir konnenJedoch mittels der binomischen Formel x2 y =(x+y)-(x-y)
faktorisieren, dh, wir schreiben x? - 144 = x+12)-(x - 12).

Um (x + 12)- (x - 12) = 0 zu I6sen, benttzen wir die Tatsache, dass einer der beiden
Faktoren null sein muss. Wir erhalten also die Lésungen x; = -12 und x, = 12.

Wir kdnnen auch Terme héherer Ordnung mit dieser Methode faktorisieren:

Um Terme der Form x” - y" (n € N\0O) zu faktorisieren, kdnnen wir die sogenannte
Horner’'sche Regel (nach W. G. Horner) verwenden: Fir x, y € R, n € N* gilt:

X" _yn=(X_y)_(Xn—1+Xn—2y+xn 3y2+ +X2yn 3+Xyn—2+yn—1)
Um eine Gleichung der Form x" - y" = 0 zu 18sen, schreiben wir sie zuerst solcherart um,
dass die Bestandteile Terme mit niedrigerem Grad sind. Wir verwenden anschlieBend den
Produkt-Null-Satz und I6sen die einfacheren Gleichungen x - y = 0 und
X"TLHX" T2 4 x" 32+ L+ x?Y" 3 4+ xy" "2+ "~ 1= 0. Falls es méglich ist, kdnnen wir
den Grad des zweiten Terms (zB durch Herausheben) weiter reduzieren.

1.13 Lose die Gleichung x3 - 27 = 0 in R mit der Horner'schen Regel! AG |1.2]12.3]

Lésung:
Es ist x2 - 27 = x® - 33, mit der Horner’schen Regel erhalten wir
-33=(x-3)-(x*+3x+9)=0.
Um diese Gleichung zu I6sen, verwenden wir den Produkt-Null-Satz und losen
zunachst x - 3 = 0 und erhalten als erste Losung x; = 3
Schlieflich I6sen wir noch die quadratische Glelchungx +3x+9 =0, um die
restlichen Losungen zu erhalten.

Diese Gleichung hat keine reelle Losung, denn x; , = -5 \/% -9 €R.
Die Losungsmenge der Ausgangsgleichung ist L = {3}.

w

¢1.14 Lose die Polynomgleichungen in R durch Faktorisieren mithilfe der binomischen

Formel! AG [1.2]12.3]
a) x>-64=0 b) x> -100=0
c) x2-0,25=0 d) x?-0,0625=0
2 1 _ 2 4 _
e) X -5=0 f) x*-55=0
1.15 Lose die Polynomgleichungen in R mit der Horner’'schen Regel! AG |1.2]2.3]
a) x>-64=0 b) x>+1=0
c) x>-0,125=0 d) x*-0,01=0
3 1_ 3 8 _
e)X—g—O f) X—E—O

1.16 Kreuze die korrekte reelle Losungsmenge fur die Gleichung x*-16=0an!

AG |1.2]12.3]
{-2) [ 2 [ {-2,2) [
-4} LT -22-44 | L 4) [
Lésungsverfahren flr Polynomgleichungen 11
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Polynomgleichungen hoheren Grads

1.1.5 Polynomgleichungen 4. Grads durch Substituieren lésen
1.17 Lose die Gleichung x*-10x>+9=0inR! AG |1.2]2.3]

In dieser Gleichung 4. Grads kommt ein konstantes Glied vor, daher kdnnen wir keinen Term
herausheben. Auch ein Umschreiben in die Form x” - y" ist nicht mdglich, wir kommen also
auch mit der Horner’'schen Regel nicht weiter. Wir sehen aber, dass der Exponent 4 das
Doppelte des anderen vorkommenden Exponenten 2 ist.

Hier haben wir es mit einer sogenannten biquadratischen Gleichung zu tun, dh. mit einer
Gleichung, in der nur vierte und zweite Potenzen der Variablen vorkommen. Wir kbnnen
diese Glelchung auf eine quadratische Gleichung reduzieren, indem WII’ eine neue Variable y
mity = x? definieren. Damit wird unsere ursprungliche Gleichung zu y -10y+9=0.

Fur diese Gleichung kdnnen wir wieder eine Losungsformel fUr quadratische Gleichungen
verwenden und wir erhalten die Lésungeny, =5 +V25-9 =9undy, =5 - V16 = 1.
Schlieflich missen wir die Variable y = x2 noch rucksubstltweren damit wir durch
Wurzelziehen alle moglichen Loésungen der Ausgangsgleichung erhalten.

Esistx; ,=+3undx3 ,=+1;L={-3,-1,1, 3}

Wir verwenden das Substitutionsverfahren bei blquadratlschen Gleichungen der Form
ap + a2x + a4x = 0. Wir ersetzen (substituieren) x* durch y und erhalten so eine
quadratische Gleichung in der Variablen y: ay + a,y + a4y =0

Diese konnen wir mit den uns schon bekannten Formeln nach y losen.

Am Schluss muss die Losung ricksubstituiert werden. x; , = i\/ﬁ und x3 4 =£\y,.
Manchmal kann man auch Binome oder Polynome substituieren, um auf eine
quadratlsche Glelchung zu kommen:

ZB (x + 1) (x + 1) +4 =0 = Substitution: y = (x + 1)2

MC1.18 Kreuze die biquadratische Gleichung an! AG |1.2]
2x - 6x' =1 x-1)*"+3x*-1=0
x4—(2—x)2=0 x?+3x*+4x=0
x+17?-8x*=0 (x-12+7x*+2x=0

M ¢1.19 Erganze die Textlicken durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so, dass eine

12

mathematisch korrekte Aussage entsteht! AG |1.2]12.3]
Die Gleichung -x2-(1 - x)- (1 +x) - 3x* + 1 =0 ist (1) und hat
(2]

den Grad 2

rein quadratisch

biquadratisch den Grad 3
gemischt quadratisch den Grad 4
1.20 Lose die Gleichung in R durch Substitution! AG 11.2]2.3]
a) 2x*-4x2-2=0 b) 5+15x%-4x*=0
c) 4x*-5x2-9=0 d x+2*-3-(x+2)?2?-2=0
e) (1-x*-7-(1-x2%=0 f) -4+ x2-4°2-7=0

Lésungsverfahren flr Polynomgleichungen
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Polynomgleichungen hoheren Grads

1.1.6 Abspalten von Linearfaktoren und Polynomdivision

1.21 Schreibe den quadratischen Term der Gleichung x2 - Bx + 4 = 0 als ein Produkt
von Linearfaktoren! AG |1.2]

Mithilfe des Satzes von Vieta kann die quadratische Gleichung der Form ax? + bx + ¢ =0 mit
den Losungen x; und x, als Produkt von Linearfaktoren geschrieben werden:
a-(x-xq)-(x-xy)=0.

Wir bestimmen also zuerst die Losungen x; = 4 und x, = 1 und erhalten so die Gleichung
(x-4)-(x-1)=0.

1.22 Lose die Gleichung 3. Grads (x - 7)-(x +2)-(x + 1) =0 in R! AG |1.2]

Wir erhalten alle Lésungen, indem wir jeden der Faktoren null setzen:
Es ist also die erste Lésung x; = 7, die zweite ist x, = -2 und fur x; erhalten wir x5 = -1.
Die Lésungsmenge der Ausgangsgleichung ist L = {-2, -1, 7}.

1.23 Lose die Gleichung x° - 4x% - 19x - 14 =0 in R! AG 1.2

Meistens mussen wir die Gleichung erst in eine gewisse Form bringen, um die Méglichkeit zu
haben, den Produkt-Null-Satz anzuwenden.

Wenn eine Lésung bekannt oder zumindest leicht zu erraten ist, dann kann man das
Polynom durch den entsprechenden Linearfaktor dividieren und erhalt eine quadratische
Gleichung, die |6sbar ist. Wir erraten die erste Losung mit x, = -1. Der Linearfaktor ist x + 1.
Wir fihren die Division des Polynoms durch (x + 1) durch:

(x3—4x22— 19x - 14): (x + 1) =x> - 5x - 14

—X3 - X
-5x2 - 19x
5x% + Bx
-14x - 14
14x + 14
0

Wir erhalten das um einen Grad reduzierte Polynom x? - 5x - 14 und kénnen die
Ausgangsgleichung umschreiben zu (x + 1) - (x* - bx - 14) = 0.

Die erste Lésung kennen wir schon, x; = -1.

Um die Ubrigen Losungen zu bestimmen, I6sen wir die quadratische Gleichung:

5 ,4/81
x2-5x—14=0,x2’3=§i 21 Xo=T,X3=-2

Die Lé6sungsmenge der Polynomgleichung ist L = {-2; -1; 7}.

Kennen wir eine Losung x, einer Polynomgleichung, so konnen wir die Gleichung durch
X - x4 dividieren und erhalten ein Polynom vom Grad n - 1. Wir sagen, der Linearfaktor
X - X, wird abgespalten.

Bei einer Gleichung vom Grad 3 bleibt eine quadratische Gleichung Ubrig, die gelost
werden kann. Wir erhalten insgesamt 3 Lésungen.

Die Gleichung lasst sich als Produkt von Linearfaktoren schreiben:

(X =Xq) (X =X5)-(Xx = x3) =0

Bei einer Gleichung 4. Grads kann man den Prozess bei der Ubriggebliebenen Gleichung
vom Grad 3 wiederholen. Wir erhalten ein Polynom vom Grad 2 und somit insgesamt 4
Losungen.

Die Gleichung mit Linearfaktoren lautet: (x - x4) - (x - X5) - (X = X3) - (X = X4) =0

Lésungsverfahren fir Polynomgleichungen 13
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Polynomgleichungen hoheren Grads

Es kann vorkommen, dass eine Lésung mehr als einmal auftritt. Wir sagen, dass eine
Mehrfachlésung vorliegt bzw. die Vielfachheit der Losung grofler als 1 ist.

¢

1.25

1.26

¢
¢1.28

Zerlege den quadratischen Term der Gleichungen in ein Produkt von Linearfaktoren!

AG |1.2|

a) x?>-5Bx-4=0 b) 5x2-4x-1=0

c) 2x>+0,5x - 0,75 =0 d) 12x* - ¥x-2=0

Erstelle eine quadratische Gleichung zur gegebenen Losungsmenge! AG |1.2]

a) L={-1;3} b) L={7;11}

c) L={-2;5} d) L={-5;-3}

Kreuze an, welche Gleichung die Lésungsmenge L = {-1; 2; 3} hat! AG |1.2]12.3]
x-1)-(x+2)-(x+3)=0 (x+1)-(x>-5x+6)=0
x+1)-(x-2)-(x+3)=0 (x> +x-2)-(x+3)=0
X*+4x-3)-(x-2)=0 X} -4x*+11x+6=0

Lose die Gleichung mithilfe der Polynomdivision in R! AG |1.2]2.3]

a)x3+4x2+x—6=0;x1=1 b) 2x3—3x2—39x+20=0;x1=5

¢) X>-2x%+x+2=0; x,=1 d)x3_%x2_%x+l%=o;xl=%

Gib den Grad der Gleichung sowie die Losungen mit ihrer Vielfachheit an! AG 11.212.3]
a) (x-5)%-(x+6)>=0 b) 4-(2x - 1)?-(x+3)-(x-3)=0
c) -(x+4)-(-5Bx+2)*=0 d) 8- (-x+2)3.3x+1)°-(5x-2)=0

1.1.7 Polynomgleichungen mithilfe von Technologie losen

Polynomgleichungen héheren Grads mit beliebigen Hochzahlen und beliebigen
Koeffizienten kénnen immer mit Technologieeinsatz Uber den Gleichungsloser ermittelt
werden. Im Folgenden zeigen wir den Rechengang mithilfe von Geogebra.

@1.29 Lose die Polynomgleichung 4x* - 2x® - 4x® + x + 0,2 =0 in R! AG 11.212.3]
E| =~ v ‘ o j‘[( N 7&&:‘ x= | f& (]
Offne in Geogebra das CAS-Fenster! SR eI

Gib in Zeile 1 die Gleichung ein und
klicke auf ,Lose numerisch”!

T

1 4xh4- 2x"3-4x"2+x+0.2= 0
NLgse: {x= —0.88,x = —0.13,x = 0.37,x = 1.15}

Lose die Polynomgleichung in R!

Runde auf 2 Nachkommastellen! AG |1.2|2.3]
a) x*-10x+9=0 b) x° - 4x* +x?>+5x+6=0

c) X°>-Bx?+6x-1=0 d) x>-x>+x+12=0

e) X -2x2+x+2=0 f) x5—%x2—x=0

Lésungsverfahren flr Polynomgleichungen
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Polynomgleichungen hoheren Grads

1.2 Polynomgleichungen und Polynomfunktionen

Eine Polynomgleichung kann als Vorschrift fir eine Polynomfunktion herangezogen
werden. Die reellen Lésungen der Polynomgleichung kdnnen dann als Nullstellen des
Funktionsgraphen verstanden werden.

Sehr haufig I6st man eine Polynomgleichung Uber das grafische Verfahren mithilfe von
Technologieeinsatz.

@1.31 Bestimme grafisch die Anzahl und die Werte der Losungen der Polynomgleichung

x3-2x*+3x+1=0! FA 14.314.4]
J /
5 / Die Lésungen von Polynomgleichungen
// entsprechen grafisch den Nullstellen der

-

Polynomfunktion f mit f(x) = X3 -2x*+3x+ 1
Wir zeichnen den Graphen der Funktion f.

w

Der Graph weist nur eine Nullstelle auf, daher
hat die Polynomgleichung nur eine reelle
) Loésung.

(-0.2810) X Wir lesen die Lésung ab oder bestimmen sie
' mit dem Geogebra-Befehl
- ,Nullstelle“ von f.

/f 2 x = -0,28

Eine Polynomfunktion f vom Grad n kann hochstens n reelle Nullstellen haben.
Daher hat eine Polynomgleichung vom Grad n auch héchstens n reelle Losungen.

Ist der Grad n ungerade, so gibt es immer mindestens eine Nullstelle.

Es kann vorkommen, dass f eine (oder mehrere) mehrfache Nullstellen hat, das bedeutet
dann, dass ein x-Wert mehrmals als Lésung der Gleichung f(x) = O vorkommt.

@1.32 Bestimme grafisch die Anzahl und die Werte der Losungen der Polynomgleichung!

FA 14.314.4|
a) 2x°-4x2-2x+4=0 b) x>-3x-2=0
c) x>-6x2+12x-8=0 d) x*-5x>+4=0
e) 3x*-6x3-9x%2+24x=0 f) x*-2x3-3x+4x+4=0
M@L% Ordne der Anzahl von Nullstellen jeweils die passende Funktion f aus A bis F zu!
FA 14.314.4|
1 A f(x) = x2 + Bx
2 B f(x)=x° - Bx* - 2
3 c f(x)=x-5x>-2
4 D f(x) = x° + Bx* + 2
E f(x) = 5x? - 5x> - 0,5
F f(x) = -5x2 + 5x* + 0,5
Polynomgleichungen und Polynomfunktionen 15
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Polynomgleichungen hoheren Grads

tZusammenfassung

Polynomgleichungen sind Gleichungen der Form a, + a;x + a2x2 +..+ax"=0

mit ag, @4, ay, ..., @, € R. Ihr Grad ist durch die héchste vorkommende Hochzahl n gegeben.
Lésungen dieser Gleichung sind die Nullstellen der zugehdérigen Polynomfunktion

f(X) = ag + ;X + ax> + ... + a,x".

Um diese Losungen zu bestimmen, gibt es mehrere Maglichkeiten:

Polynomgleichungen 1. Grads sind lineare Gleichungen mit einer Losung, die durch
Aquivalenzumformungen berechnet wird.

Polynomgleichungen 2. Grads sind quadratische Gleichungen mit hochstens 2 Losungen,

1[5 2
-a, +\a,” - 4aqa,

die mit der Losungsformel berechnet werden: x, , = %2,

Polynomgleichungen hoheren Grads werden durch Herausheben, durch Substitution,
durch Faktorisieren, durch die Horner'sche Regel oder durch Polynomdivision in eine Form
gebracht, dass sie Uber die quadratische Losungsformel oder durch den Produkt-Null-
Satz geldst werden kdnnen.

Ist das konstante Glied a, = O, so kénnen wir durch Herausheben eines Faktors die
ursprungliche Gleichung als ein Produkt von Faktoren niedrigeren Grads schreiben und
mittels des Produkt-Null-Satzes Iosen.

Istay, # O und der Ausdruck von der Form x" - y", so kdnnen wir ihn mithilfe der
Horner’schen Regel in ein Produkt umschreiben und den Produkt-Null-Satz anwenden.

Xn_yn=(x_y)_(xn—1+xn—2y+xn 3y2+ +X2yn 3+Xyn-2+yn—1)

Haben wir es mit einer biquadratischen Glelchung, dh. mit einer Gleichung der Form

agp + 82X2 + a4x4 =0 zu tun, so ersetzen W|rx durch y und erhalten so eine quadratische
Gleichung in der Variablen y: ay + a5y + a4y = 0. Diese kdnnen wir mit der Lésungsformel
fUr quadratische Gleichungen I6sen. Am Schluss mussen wir noch die Variable
rucksubstituieren, um die Werte fur x zu erhalten.

Manchmal kdnnen auch Binome (oder Polynome bis Grad 2) durch y substituiert werden.

Wir kdnnen Polynome auch als Produkte von Linearfaktoren schreiben und dann den
Produkt-Null-Satz anwenden. Dazu mussen wir eine Loésung ,erraten” und dann mittels
Polynomdivision den zugehorigen Linearfaktor abspalten. Das kdnnen wir so oft machen,
bis alle vorkommenden Faktoren nur noch linear sind. Die Lésungen lassen sich dann
direkt ablesen.

Da die Lésungen von Polynomgleichungen die Nullstellen der zugehérigen Polynom-
funktion sind, erhalten wir fur eine Gleichung vom Grad n héchstens n reelle Lésungen.
Ist der Grad ungerade, erhalten wir mindestens eine Losung.

Mithilfe von Technologieeinsatz konnen die Lésungen aller Polynomgleichungen Uber den
Gleichungsldser oder mithilfe der Funktionsgraphen ermittelt werden.

Grad 1 Grad 2 Grad 3 Grad 4
Ay \ l | | VA
i \L LS / \ |
1 1 1 / \ 1 I

N, X Nj N, | x N~V N5 x w\ 2 N IN, X
2 o B 2\ o 3 2 fo 3 \1 13 \/
| :
7/ !
16 Zusammenfassung
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Polynomgleichungen hoheren Grads

ﬁermischte Aufgaben zur Vorbereitung auf die Reifepriifung

1.34 Die Balle im Turnsaal sollen zu Pyramiden
gestapelt werden.
Fur eine quadratische Pyramide aus n

Schichten braucht man in Summe
n-(n+1)-2n+1) _.
— 6 Balle.

Der Durchmesser eines Balls betragt 22 cm.

a) Berechne, wie hoch eine Pyramide ist,
die aus 30 Ballen besteht!

b) Berechne, wie viele Balle verwendet werden
kénnen, wenn die Pyramide héchstens 1,1 m hoch sein darf! AG [1.2]2.3]

1.35 Das Volumen eines Swimmingpools betragt
100 m®. Seine Breite ist um 2,5 m geringer
als die Lange, und die Tiefe istum 1,5 m
geringer als die Breite.

a) Erstelle eine Gleichung, mit der die Maf3e
des Pools berechnet werden kdnnen!
Berechne die Maf3e des Pools!

b) Argumentiere, wie die Lange des Pools
geandert werden muss, wenn sein
Volumen gleich bleiben soll, die Tiefe jedoch um 1,2 m verringert und die Breite
um 50 cm vergréfBert wird! AG |1.2]2.3]

1.36  Aus einem rechteckigen Karton mit einer
Lange von 20 cm und einer Breite von
12 cm soll eine quaderférmige Schachtel
geformt werden, indem man an den
Ecken Quadrate ausschneidet und die
Ubriggebliebenen Rechtecke hochbiegt.
Das Volumen der Schachtel soll 252 cm?
betragen.
Erstelle die Gleichung zur Berechnung der

Seitenlange der ausgeschnittenen Quadrate!
Berechne die Seitenlange der Quadrate! (Ganzzahlige Losung!) AG [1.2]2.3]

@.37 Fur welchen Wert von k hat die Gleichung x* - 2x% + k=0 die Losung x = -27?
Bestimme in diesem Fall die Ubrigen Loésungen und ihre Vielfachheiten!  AG |1.2]2.3]

@.38 Gegeben ist die Gleichung x* + kx® + 4x% = 0.
Bestimme die Anzahl der Lésungen in Abhéngigkeit von k! AG 1.2]2.3]

M 1.39 Die Gesamtkosten K fur die Herstellung der Menge x eines Produkts lassen sich
durch die Gleichung K = 1,4x> - 54x% + 1 016x + 2 559 beschreiben.

Typ 2 X ... Menge in Mengeneinheiten (ME); K ... Kosten in Geldeinheiten (GE)
Beim Verkauf des Produkts wird ein Durchschnittspreis von 840 GE/ME verlangt.
Hinweis: Erlés = Preis mal der Verkaufsmenge; Gewinn = Erlés minus Kosten

Berechne die Gewinngrenzen!

Erklare die Bedeutung von negativen Werten fur den Gewinn!

Berechne jene Mengen, die man verkaufen muss, damit ein Gewinn von genau

2 500 GE erzielt wird! AG |1.2]2.3]

Vermischte Aufgaben 17
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Polynomgleichungen hoheren Grads

1.40
Typ 2

1.41

Typ 2

1.42
Typ 2

Nathan erbt € 20.000. Er méchte das Kapital so anlegen, dass es in 15 Jahren

doppelt so hoch sein wiurde.
Prozentsatz

Hinweis: Zinssatz i = — 55
K, ... Anfangskapital; K,, ... Endkapital nach n Jahren,
n ... Verzinsungsdauer in Jahren,
Zinseszinsformel: K, = K, - (1 + i)"
a) Erklare, um welche Art von Funktion es sich bei K,, handelt!
b) Berechne, wie hoch die jahrliche Verzinsung sein musste!
Berechne das Guthaben nach 5 Jahren bei diesem Prozentsatz!
¢) Das tatsachliche Angebot der Bank wirde das Kapital in 15 Jahren nur auf
€ 25.000 vermehren.
Berechne den von der Bank angebotenen Jahreszinssatz! AG |1.2]2.3]

Der Verlauf eines Bogens kann durch die folgende Polynomgleichung beschrieben
werden:
y= x*+x2+1,5

x und y sind die Koordinaten in Meter (m).

y

/ | \

Gib den Grad der Polynomfunktion an!

Berechne die Spannweite des Bogens (= Entfernung zwischen den Nullstellen)!
Erklare, um welche besonderen Stellen es sich bei x = £0,707 m handelt!

Berechne die Hohe des Bogens an diesen Stellen! AG |1.212.3| FA |4.314.4]

Der Temperaturverlauf wurde an einer
bestimmten Messstation von 6 Uhr (t = 0)
bis 18 Uhr gemessen.

Aufgrund der Messungen lasst sich die
Hohe der Temperatur T in Abhangigkeit
von der Zeit t mit der folgenden Funktions-
gleichung beschreiben:

T(t) = -0,002t> - 0,08t2 + 1,1t + 2

t... Zeit in Stunden
T ... Temperatur in Grad Celsius

Stelle den Temperaturverlauf grafisch dar!

Lies den Zeitpunkt ab, zu dem die Temperatur ein Maximum erreicht!

Berechne die Temperatur zu Beginn und am Ende der Messperiode!

Beschreibe die Monotonie der Funktion! AG |1.212.3] FA |4.314.4]

Vermischte Aufgaben
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Polynomgleichungen hoheren Grads

Wissens-Check

Bearbeite die Aufgaben! Begriinde jeweils deine Auswahl!

Ordne den Polynomgleichungen die passenden Lésungsmengen aus A bis F zu!

(x+3)-(2x-1)=0 A L= 4k -&J
(2x+6)2-(-7x+14)=0 B L ={0,25}
(-x-3)2-(x+4)2=0 c L=1{-1;2;4)
8x-2)°-(4x-1)=0 D L={-3;2)
E L ={-3;0,5}
F L={4)

Kreuze die beiden Gleichungen an, die Mehrfachlésungen haben!

x°-8x+16=0 (14x+7)-(2x-1)=0
x>-6x+3=0 -2x3+13x?>-3x-18=0
x2+9x2+13x+ 16 =0

Kreuze die beiden Gleichungen an, die mittels Heraushebens gelost werden
konnen!

x+1)-(x-4)+(x+1)>%=0

x*+23+2x+4=0

5x3 - 2x2+5=0

x3+2x+6=0

x*+2x3+x%2=0

Kreuze die beiden biquadratischen Gleichungen an!

x*+3x°-1=0

x* - 8x*+4x=0

x* - Bx=0
5x*+3x-5=0

X*+7x*+2=0

Ordne den Gleichungen die Vielfachheiten ihrer Losungen zu!

x-2°-(x+1)°=0 A 3bzw. 1

(3x+5)%-(x-2)°=0 B 2 bzw. 2

-x+2)-(3x+5)%=0 c 0 bzw. 4

(x+8)%-(2x+7)-(3x+24)=0 D 0 bzw. 3

Gib die Losungen an! E 1 bzw. 2
F 2 bzw. 1 bzw. 1

-8} E-z ) fes-} i vatarale  eueds T enez € teleds Z ‘allez T (1
oleds T ‘o119z '€ ‘BURdS T 'elI9z T (€ eMeds T ‘alez € eleds Tz Tz 8'v'a‘3(T
:3unso
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Grundlagen der Differenzialrechnung

Die Differenzialrechnung wurde - unabhangig voneinander -
von Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) und Isaac Newton
(1643 -1727) entwickelt.

Leibniz ging das Problem anders an als Newton. Wahrend
Newton das Problem physikalisch Uber den Begriff der
Momentangeschwindigkeit behandelte, arbeitete Leibniz an dem
Problem, Tangenten an Kurven zu legen. Beide bendtigten in
ihren Berechnungen Intervalle. Das Neue bestand darin, dass
dabei sogenannte infinitesimale (,unendlich kleine“) Intervalle Gottfried Wilhelm
einbezogen wurden. Leibniz

Die Differenzialrechnung ist ein Teilgebiet der Analysis (oder auch
Infinitesimalrechnung) und eines der wichtigsten Hilfsmittel bei
mathematischen Berechnungen in den Naturwissenschaften und
der Technik.

2.1 Differenzen- und Differenzialquotient Isaac Newton
2.1.1 Differenzenquotient - mittlere Anderungsrate

2.1 Gegeben ist der Graph der Funktion f.

i |

410

L
Lies die mittlere Anderungsrate der Funktion fim Intervall [2; 4] aus der Grafik ab!
Stelle den Zusammenhang mit dem Differenzenquotienten her! AN |1.3]

Der Begriff ,mittlere Anderungsrate* ist dir bereits bekannt. Wir verstehen darunter den

Quotienten der Anderung der Funktionswerte f(b) - f(a) und der Anderung der Argumente
. f(b) - f(a)
b - aim Intervall [a; b], also ——

Es handelt sich um den Quotienten aus zwei Differenzen, weshalb die mittlere Anderungsrate

auch ,Differenzenquotient” genannt wird.

Far unser Beispiel bedeutet dies nun: % = % =-2

Fiir die Funktion f, die im Intervall [a; b] definiert ist, heift die Zahl ">~ Differenzen-

quotient oder mittlere Anderungsrate von fin [a; b]. )
Tipp: Unterscheide die mittlere Anderungsrate von der absoluten Anderung f(b) - f(a), der
f(b) - f(a) f(b)

relativen Anderung ——-— und dem Anderungsfaktor 7.

20 Differenzen- und Differenzialquotient
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2.3

Grundlagen der Differenzialrechnung

Ein bestimmtes Produkt kostet zu Jahresbeginn 325 €, 6 Monate spater bereits
350 €.
Berechne a) die absolute Anderung, _b) die relative Anderung, c) die mittlere
Anderungsrate pro Monat und d) den Anderungsfaktor im angegebenen Zeitraum!
AN |1.1]

Losung:
a) 350 - 325=25

Das Produkt ist in 6 Monaten um 25 € teurer geworden.
b) 2535 ~ 0,08

Der Preis des Produkts ist in 6 Monaten um ca. 8 % gestiegen.

o) B3 _ 497

Pro Monat ist das Produkt im Mittel um 4,17 € teurer geworden.
d) 532 ~ 1,08
Wird der Preis des Produkts zu Jahresbeginn mit dem Faktor 1,08 multipliziert,

so erhalt man 350 €. Das entspricht dem Anfangspreis plus der 8%igen
Verteuerung.

Die Anzahl der aufrechten Ehen in einer Grof3stadt wurde innerhalb von 8 Jahren
erhoben. Die Zahlen sind in der folgenden Tabelle dargestellt:

1 2 5 4 5 6 7 8
37 545 | 36426 | 38592 | 36140 | 37 458 | 44502 | 44890 | 44 981

Bestimme die mittlere Anderungsrate in den angegebenen Intervallen!

Interpretiere das Ergebnis! AN [1.3]
a) [1; 8] b) [2; 6]
Losung:

) f(8§ - 1;(1) _44 981;37 545 _ 74;36 ~ 1062,29

Vom 1. bis zum 8. Jahr kamen im Mittel pro Jahr 1 062 Ehen dazu.

f(6) - f(2) _ 44502 - 36426 _ 8076 _
b) 55 = i ==, =2019

Vom 2. bis zum 6. Jahr kamen im Mittel pro Jahr 2 019 Ehen dazu.

RULNS Beim Abkuhlungsprozess eines Tees
”\ . innerhalb der ersten 8 Minuten
e B wurde jeweils die Temperatur nach
~—_ der verstrichenen Minute gemessen
\\\ und in der nebenstehenden

Abbildung grafisch dargestellt.

Berechne den Differenzen-
quotienten der Funktion T im

% Intervall [O; 8]!

Interpretiere das Ergebnis! AN [1.3]

fin min

Differenzen- und Differenzialquotient
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Grundlagen der Differenzialrechnung

G-

@

Bestimme den Differenzenquotienten zwischen den angegebenen Punkten:

a) Gegeben ist eine reelle Funktion f mit f(x) = x> - 2x2 + 1.
P(-1]f(-1)) und Q(2|f(2))!

b) Gegeben ist die Winkelfunktion f mit f(x) = cos(x) in den Punkten A(1|f(1)) und
B(51f(5)) (x in Radiant)! AN 1.3]

Gegeben ist die Funktion f(x) = 2x - 1. Es werden unterschiedliche AnderungsmaRe
im Intervall [3; 7] bestimmt.

Ordne den Anderungsmafen jeweils den passenden Wert aus A bis F zu! AN |1.1]
Absolute Anderung A -8
Relative Anderung B 2

Mittlere Anderungsrate c 2,6
Anderungsfaktor D 8
8
E i3
F 1,6
M@ 2.7 Gegeben ist der Graph der Funktion f.
Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an! AN |1.1]
\ k%%
\f 3
1/ G
X
Bl —6\ -5 i -3 -2 1 \
A / ,
T \
Die relative Anderung im Intervall [x,; xg] ist groBer als die im selben
Intervall betrachtete mittlere Anderungsrate.
Die mittlere Anderungsrate der Funktion im Intervall [x,; x5] betragt g.
" f(4
Der Anderungsfaktor wird im Intervall [x,; xg] durch den Quotienten %
angegeben.
Der Differenzenquotient ist im Intervall [x, - 1; xg] negativ.
Die absolute Anderung ist im Intervall [x4 - 1; Xg] positiv.
22 Differenzen- und Differenzialquotient
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Grundlagen der Differenzialrechnung

Berechne den Differenzenquotienten der angegebenen Funktion jeweils im Intervall
[-3; 2]

a) f(x)=3x% - 4x+1 b) f(x) = %12

c) ) =-2x*+x2+6 d) f(x) = In(2x + 10) AN 1231

Die Einwohnerzahl der Stadt Bregenz wird durch die Funktion E(t) mit t in Jahren
beschrieben. Zu Beginn der Aufzeichnung hatte Bregenz 27 300 Einwohner, 9 Jahre

spater betrug die registrierte Einwohnerzahl 29 791.

E(9) - E(O . S
Berechne den Ausdruck ( )9 ©) und interpretiere ihn im vorgegebenen Kontext!

AN [1.3]

2.10 Der Flacheninhalt A eines Kreises ist abhangig von seinem Radius r (in Meter).
Berechne die mittlere Anderungsrate von A in den Intervallen [O; 10] und [50; 100]!
Deute die Ergebnisse! AN [1.3]
2.1.2 Differenzenquotient und Sekantenanstieg
@2.11 Gegeben ist der Graph der Funktion f. —= y I’
a) Zeichne in das Koordinatensystem eine /1N,
Gerade durch die Punkte A(0|3) und / \\=
B(6]0) ein! ‘ /
b) Ermittle den Differenzenquotienten im / 1\ /
Intervall [x,; xg]! | 1\ X
c) Stelle die Funktionsgleichung der Tty N /
Sekante durch A und B auf! AN |1.3] f :
| A
! N
a) In einem ersten Schritt legen wir eine Gerade oy Il
durch die Punkte A und B und zeichnen das BT ARND
Steigungsdreieck ein. \
b) Der Differenzenquotient im Intervall [O; 6] entspricht / \ y) [
zugleich der Steigung k der Geraden A und B: / Tod |/
_fxg) = f(X) _ Vg-Ya _0-3 _ 3 _ 1_ / 1\ T/
k_W_m_m__é__i__O,5 777’75 -+ B3 2 410 \ B -
Die Steigung k lasst sich auch direkt aus dem f 1\ /
Koordinatensystem durch das Steigungsdreieck f i
ablesen: | . N\
-3 1
k=%=-5=-05 1

(Tipp: 6 nach rechts = Nenner, -3 nach unten = Zahler)

¢) Vervollstandigen der Funktionsgleichung der Sekante:
Variante 1: Ablesen aus dem Koordinatensystem: d = 3 (Tipp: d = f(0))
Variante 2: Ermitteln durch: y = kx + d
Wir setzen den Punkt A und das bereits in b) bestimmte k in die Hauptform ein,
formen nach d um und stellen im Anschluss die Geradengleichung auf:
3=-05-0+d = d=3
s:y=-0,b5x+3

Differenzen- und Differenzialquotient
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Der Differenzenquotient oder die mittlere flx)

Anderungsrate einer Funktion fin [a; b] lasst sich < [

auch als Steigung k der Sekante von fin [a; b] fla) b-a

interpretieren. flb) - fla) /

. Ay _ f(b) - fi fib)

Man schreibt: k = A—)y( = (;_ a(a) X
& b \)\

Die Steigung entspricht der mittleren Anderung

der Funktionswerte von f, wenn das Argument Mix

um 1 erhéht wird. . A\ >

flx+Ax) s

Eine andere Schreibweise ergibt sich durch das 3 _

Intervall [x; x + AX]: 1A AN FreAx -
_ Ay flx+ Ax) - f(x) fix) A \ /
k_E_ (x + Ax) - x 0 / . /mx

1 X+Ax

2.12 Bestimme den Differenzenquotienten von fim Intervall [-2; 3] und interpretiere

diesen! AN |1.3]
= 3 _1.4 2
a) f(x)=x"-6x+1 b) f(x)=5x"-4x"+3
Loésung:
f(3)-f(-2) _(3°-6-3+1)-((-2°-6:(-2)+1) _ 10-5 _
) 3.3 - 5 =75 =1
Die Funktion wachst im Intervall [-2; 3] im Mittel pro Einheit um 1.
1@ -r2) _ (53 -4-9+3)- (520273 Bes B
b) 3wy T 5 =5 =% =3

Die Funktion wachst im Intervall [-2; 3] im Mittel pro Einheit um g

¢2.13 Bestimme den Differenzenquotienten von fim Intervall [-3; 1] und interpretiere

diesen!
a) f(x) = 3x b) f(x)=3-(x - 3)-(x + 2)
¢) fx)=(x-1>-3 d) f(x)=5
e) f(x)= %x3 -4x+ 2 f) fx)=v3x+13 AN |1.3]
\ flx)
S
flb)
flb) - fla)
Der Differenzenquotient und damit die fla)
Sekantensteigung sind im Intervall [a; b] positiv. — ) f
X
0 a b \
24 Differenzen- und Differenzialquotient
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Fix)
S f
m b-a
Der Differenzenquotient und die Sekantensteigung fb) - fla)
sind im Intervall [a; b] negativ. fb)
X
& b \)\
\f(x)
f
Der Differenzenquotient ist im Intervall [a; b] fa)=flb) s
gleich null.
Die Sekante ist parallel zur x-Achse. y
O q b \

M@H 2.14 Gegeben ist der Graph der Funktion f.

Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an! AN |1.3]
fix)
| ~\
\ /¢
\
/ 1 \
\ \ x
0 b 7651.—31(10 \
\ 1/
\
\
|

Die mittlere Anderungsrate von f ist im Intervall [-1; 4] negativ.

Der Differenzenquotient von f betragt in [-3; 3] null.

Die Steigung der Sekante betragt im Intervall [-8; -3] %

Die mittlere Anderungsrate der Funktionswerte ist im Intervall [O; 2]
kleiner als im Intervall [-2; O].

LI ISP L L

Der Differenzenquotient von fist im Intervall [-11; -8] negativ.

2.15 a) Gib die Funktionsgleichung einer linearen Funktion f an, deren mittlere
Anderungsrate im Intervall [1; 2] 3 betragt und deren Nullstelle bei 1 ist!
b) Gib die Gleichung einer linearen Funktion f durch den Punkt (2]4) an, die im
Intervall [-3; O] den Differenzenquotienten null hat!
¢) Gib die Gleichung einer quadratischen Funktion f mit f(x) = ax? + bx + ¢ durch
den Punkt (2| 0) an, deren Differenzenquotient fiir x > O negativ ist und die den
Scheitelpunkt (0| 4) hat! AN |1.3]

@.16 Der Differenzenquotient einer quadratischen Funktion f mit f(x) = ax’+bx+c
betragt -2 im Intervall [-1; O] und 2 im Intervall [O; 1].
Der Punkt (1]3,5) ist ein Element von f.
Ermittle die Funktionsgleichung der Funktion f!
Gib die mittlere Anderungsrate im Intervall [-1; 1] an! AN |1.3]

Differenzen- und Differenzialquotient 25
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@2.17 Skizziere in einem Koordinatensystem den Graphen jener Polynomfunktion f, die
folgende Bedingungen erfullt!

a) (1) fhat den Grad 1.
Der Differenzenquotient im Intervall [-1; 3] ist 2.
311 ef

f hat den Grad 2.
Die Sekantengleichung im Intervall [-1; 1] lautet y = -3x + 2.

)
)
b) ;
) f(x) ist ab x > -1 streng monoton fallend.
)
)
)
)

f hat den Grad 2.

Die mittlere Anderungsrate im Intervall [-1; 3] betragt 2.

3 ist eine Nullstelle der Funktion.

Das Minimum der Funktion liegt an der Stelle - 1. AN |1.3]

c)

(2
(
(1
(2
3
(1
(2
(3
(4

2.1.3 Lokale bzw. momentane Anderungsrate

@2.18 Die Funktion f(x) = -x2 und der Punkt A(1]-1) auf der Kurve sind gegeben.

a) Zeichne die Kurve mithilfe von Technologieeinsatz und eine Sekante durch den
Punkt B(-2|-4)! Lies die Steigung der Sekante ab!

b) Verandere den x-Wert des Punkts B, so dass sich B dem Punkt A auf der Kurve
immer mehr néhert! (xg = -1; 0; 0,5; 0,9; 0,99 usw.)
Lies jeweils die Steigung ab!

c) Stelle eine Vermutung iiber die Anderung der Steigung durch die Wahl immer
kleinerer Intervalle Ax = xg - x, auf!

d) Gib die lokale Anderungsrate an der Stelle x = 1 an! AN |1.2]

Bei diesem Beispiel wird Technologie eingesetzt, y
hier Geogebra.

a) Zuerst werden die Funktion f und der Punkt A 3 2 A 0
in die Eingabezeile des Algebra-Fensters -1
eingegeben. In der Grafik-Ansicht erhalt man )
das Bild der Angabe. / \

W

~

[l

Nun wird der Punkt B eingezeichnet. Mithilfe
des Geradensymbols wird die Gerade AB X
gezeichnet. 7 i 10 k=1
Uber den Befehl k = Steigung (Gerade(A, B)) - 1
kann die Steigung unmittelbar in der Grafik 2
abgelesen werden. / . \
k = 1, die Steigung entspricht der i
mittleren Anderungsrate bzw. dem -
Differenzenquotienten im Intervall [-2; 1].

26 Differenzen- und Differenzialquotient
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b) Im Folgenden kann man mit dem Greifwerkzeug den Punkt B auf der Kurve verschieben
und an den angegebenen Stellen jeweils k ablesen:

xg=-1 xg=0
y S %
X B X
3 2 1 0 3 2 1 0
s B A k=0 A
1 k=-1
. 4 F 4
/ ’ \ / ’ \
xg=0,5 xg=0,9
VY 5\ y
B X X
3 2 1 0 3 2 1 0
) A 1N
s \k= -15 s k=-19
/N /N
‘ 4 ‘ 4
/ ? \ / ’ \

Fir x5 = 0,99 berechnen wir den Differenzenquotienten im Intervall [0,99; 1]:

_ -17-(-0,99)* _
kK="1-0es —-199

¢) Die Anndherung an x, = 1 kann man weiter fortsetzen, zB mit x5 = 0,999 usw.
Man erkennt, dass sich der Funktionswert dadurch immer mehr der Zahl k = -2 nahert.

d) Die lokale Anderungsrate an der Stelle x = -1 kann durch die Steigung der Sekanten mit
immer kleiner werdenden Abstanden der beiden Punkte A und B ermittelt werden.
Dh, der Grenzwert des Differenzenquotienten fiir Ax — O wird gebildet.

Man nennt die lokale Anderungsrate auch den Differenzialquotienten:

lim fx+Ax) -f(x) = _2
Ax—0 AX

Zur Abschatzung genlgt es auch, wenn man keine schrittweise Naherung durchflihrt,
sondern gleich mit einem besonders kleinen Ax rechnet, zB Ax = 10°°.

Wir setzen diesen Wert in den Differenzenquotienten ein und erhalten

£(1,00001) - f(1) _ N
~—ooooor -~ —2,00001 = -2.

Fur die Funktion f, die im Intervall [x; x + Ax] definiert ist, heiflt der Grenzwert des
Differenzenquotienten A)I(iTO W Differenzialquotient oder lokale Anderungsrate
von fin [x; x + Ax].

Die so genannte momentane Anderungsrate entspricht dem Differenzialquotienten einer

. . L f(t+ AY - (D)
zeitabhangigen Funktion: A!w_}no —

Differenzen- und Differenzialquotient 27
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@2.19 Ein Wassertank verhert Wasser. Der Inhalt V in Liter des Tanks nach t Sekunden ist
durch V(t) = 1 600 - t2 gegeben.
Berechne die momentane Anderungsrate der Funktion V zum Zeitpunktt =20's
naherungsweise mithilfe des Differenzenquotienten durch die Wahl von immer
kleiner werdenden Intervallen! AN |1.2]

Wir wéhlen zu Beginn das Intervall [20; 30] und bestimmen die mittlere Anderungsrate durch
f(30) - f(20) _ 700 - 1200 _ 50 |
30-20 - 10 - ~20Us

Das Volumen nimmt im Mittel um 50 Liter pro Sekunde ab.

Wir wahlen nun immer engere Intervalle rund um 20 s, um uns der momentanen
Anderungsrate bei t = 20 Sekunden anzunahern:

-f(20) _ 975 - 1200
[20; 25]: 25 20 = 5 =-45

[20: 22]: 22 2((2)0) 1161200 _ 4

f(20,5) - f(20) _ 1179,75 - 1 200

[20; 20,5]: "S558~ = — o5 = -40,5
f(20,1) - f(20) _ 1 195,99 - 1 200

[20; 20,1): “537—55- = S = -40,1
f(20,01) - f(20) _ 1 195,5999 - 1 200

[20; 20,01): “S551-90~ = o = -40,01

Statt dieser schrittweisen Naherung kdnnen wir auch gleich zB At = 107° s wahlen:

1199,9996 - 1200 _
~— ooooor - —40,00001

Nun lasst sich vermuten, dass sich die Volumsabnahmegeschwindigkeit zum Zeitpunkt
t =20 s bei -40 I/s einpendelt.

@2.20 Gegeben ist die Funktion f(x) = (x - 3)2. Bestimme naherungsweise durch die Wahl

geeigneter Intervalle den Differenzialquotienten an der Stelle x = 2! AN |1.2]
Loésung;:
f3)-f(1) _(3-3°-(1-3° 0-(-2?

Intervall [1; 3]: ”_1‘ ISEES S TIoR 2 Sa)

) f2) _(3-3°-(2-3?%_0-(-17° _
Intervall [2; 3] 5 = 1 =—0"=-1

f(2,5)-f(2) _(25-3°-(2-3?% (- — (=1
Intervall [2; 2,5]: “aa—p2 = 223 _E=3 _ (0 )05( o 15

f2,1)-f2) _ (21-3°-(2-3° _(-09°-(-1* _
Intervall [2; 2,1]: —57—5— = o1 = 01 =-1,9

f(2,001) - f(2 2,001 - 3)2-(2-3)2 (-0,999)2 - (-1)?
Intervall [2; 2,001]; e =12 - ORI 2229 _ 099 LY - 1,999

Die lokale Anderungsrate oder der Differenzialquotient an der Stelle x = 2 betragt

ungefahr -2. ) a3
Oder mit Ax = 10°5 erhalt man: * ,oooooyaggoi( —3 -1,99999 ~ -2

@2.21 Gegeben ist die Funktion f. Bestimme naherungsweise durch die Wahl geeigneter

Intervalle den Differenzialquotienten an der Stelle x! AN |1.2]
a) f(x)-<x+1)2 =2 b) f(x)=4x+2,x=1
¢) f(x)=2x% x=-3 d) f(x)=x*-3x+2,x=-15

28 Differenzen- und Differenzialquotient

© www.hpt.at | Mathematik fir AHS 7



Grundlagen der Differenzialrechnung

2.1.4 Differenzialquotient und Tangentensteigung

@2.22 shy I' Gegeben ist der Graph der Funktion f und
1 //\ ; die Sekante durch die Punkte A und B mit
\\< der Steigung k = -0,5.
- II Beschreibe eine Vorgehensweise, die
/ 1\ Wl Steigung einer Geraden an die Funktion f zu
M- ‘\ ol | X ermitteln, die nur noch durch den Punkt A
1 / g verlauft! AN |1.2]
{ \_/
| -y
Um die Steigung einer Geraden an einer Stelle zu N\ by |
bestimmen, werden wir die Sekante, die durch zwei 1 / 7 |
Punkte bestimmt ist, zu einer Tangente werden lassen, \
die die Funktion nur noch in einem Punkt berihrt. \ 7 /
Dafur ist es zielflUhrend, den x-Wert des Punkts B / X /
immer nadher zum x-Wert des Punkts A wandern zu / \ A ’5 5
lassen. Dadurch werden mehrere Sekanten bestimmt, i EEEEEL N
bis schlieBlich die Sekante in eine Tangente libergeht. , \ SN NEPN
Die grafische Darstellung verdeutlicht, dass die | LN o
Sekanten immer steiler werden. Die Differenz der f g \

x-Werte wandert gegen null. Mathematisch bedeutet dies, dass der Differenzialquotient
als Grenzwert des Differenzenquotienten gedeutet werden kann und die Sekantensteigung
gegen die Tangentensteigung strebt.

Al f/ Der Differenzialquotient oder die lokale
/ N Anderungsrate einer Funktion f an der Stelle x
5 /| N\ - lasst sich auch als Steigung k der Tangente an den
Flx+Ax)—— Graphen von f an der Stelle x interpretieren.
pZ A Fx+AX) - Fix) Man schreibt:
1/ y\\ / k== T i e gy LA
AT Ax / x XAk 0 A0 Ax
3 -Z/‘V l: 'I Y+AX 10 \

Ist die Steigung k der Tangente in einem Punkt P(x|f(x)) positiv,
so gilt fur den Differenzialquotienten f'(x) > O.

\ flx)
0

f

PlxIfx) Ist die Steigung k der Tangente in einem Punkt P(x | f(x)) negativ,
so gilt fur den Differenzialquotienten f'(x) < O.
Fx)

X

of 5 \ \ )
Ist die Steigung k der Tangente in einem Punkt P(x|f(x)) null, M .

so gilt fur den Differenzialquotienten f'(x) = O. T \X

T
v X
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2.23 flx)

Betrachte die Abbildung und gib an, wie

flx+Ax) Qlx+AxIFlx+Ax) der Steigungswinkel ¢ der Sekante s und
der Steigungswinkel a der Tangente t
AeM-f - perechnet werden konnen!
P 25w
flx)
Ax
24 X
0
/x x+Ax
AN [1.2]

Die Strecke PQ bildet mit den Strecken Ax und Ay ein rechtwinkeliges Dreieck, das wir
bisher als Steigungsdreieck zur Berechnung der Sekantensteigung durch den Differenzen-

. ) " A
quotienten (mittlere Anderungsrate) A—i betrachtet haben.

Aus den Berechnungen im rechtwinkeligen Dreieck wissen wir, dass das Seitenverhaltnis
»Gegenkathete durch Ankathete” als Tangens des zugehdrigen Winkels angesehen werden
kann.

In unserem Fall ist die dem Winkel ¢ gegentiiberliegende Seite (Gegenkathete) Ay und die
am Winkel ¢ anliegende Seite (Ankathete) Ax.

Al
Es gilt: tan(e) = o

A _1/ A
¢ = arctan(A—i) oder andere Schreibweise: ¢ = tan 1(A—i/)
Der Winkel « ist jener Winkel, den die Funktion f mit der x-Achse einschliefdt. Da die Funktion
f an der Stelle x von der Tangente beruthrt wird, kann der Winkel auch als Winkel zwischen
der Tangente t und der Strecke Ax interpretiert werden.

Wir haben im vorangegangenen Abschnitt die Steigung der Tangente als Grenzwert der
Sekantensteigung erkannt. Ay

Daher gilt: tan(a) =f'(x) = AIX@OE

Der Differenzialquotient wird neben der Tangentensteigung auch als Tangens des
Neigungswinkels « der Tangente an den Graphen einer Funktion f an der Stelle x definiert:
- = o i Y
k =tan(a) = f'(x) = 4 A!(ITO Ax

@2.24 Gegeben ist die Funktion f(x) = 2x + 3 mit x € R. ),/
Beschreibe, wie man bei einer linearen Funktion den
Differenzen- und den Diffentialquotienten interpretiert!

&

==
i

N

Lésung:
Der Graph der linearen Funktion ist eine Gerade. Daher 1
hat der Begriff Tangente oder Sekante hier keinen Sinn.

. . A . L
Der Diffenzenquotient A—i entspricht - wie hier im

Intervall [0; 1] gezeigt - der Steigung der Geraden. | 2/ 10
Egal, welches Intervall man wahlt, k ist konstant, k = 2. :
Bilden wir den Grenzwert f'(x) zB an der Stelle x = O,
dann ergibt dies ebenfalls 2. Man kann jede beliebige Stelle einsetzen,
f'(x)=k=2.

30 Differenzen- und Differenzialquotient
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Bei einer linearen Funktion entsprechen sowohl der Differenzenquotient als auch der
Differenzialquotient der Steigung der Geraden.

M@ 2.25 a) Gegeben ist der Graph der Funktion f. Flx)

Bestimme den Differenzialquotienten naherungs-
weise durch Einzeichnen der Tangente an die
Funktion fim Punkt P!

[

w

I
I
I
I

I

P
X
3 2 10
AN 1.2
b) Gegeben ist der Graph der Funktion f.
5 flx)
3 /
\r
X
]
T 1 Xy a3 \
-2 \
Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an! AN |1.2]

Der Differenzialquotient von f an der Stelle x5 betragt ungefahr -2.

Die lokale Anderungsrate an der Stelle x, ist kleiner als der
Differenzialquotient an der Stelle x.

Die Steigung der Tangente an der Stelle x, ist kleiner als die mittlere
Anderungsrate von fim Intervall [x4; X3].

Die lokale Anderungsrate der Funktion f an der Stelle X, ist negativ.

Der Differenzenquotient von fist im Intervall [x4; x,] grofier als der
Differenzenquotient von fim Intervall [x4; X3].

e.ZG R/ Gegeben ist der Graph der Funktion f. Die
\ A/ Tangente t an die Funktion im Punkt P ist
t eingezeichnet.

\ / Lies f'(-2) ab und gib die Gleichung der
\ / Tangente an!
//° Berechne den Neigungswinkel « der
- Tangente!

AN 13.2]
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e.ﬂ Ordne den Graphen jeweils die korrekte Beschreibung aus A bis F zu! AN 13.2]
\ dx / A
\ / x
\ /f 2 N0

\ [ /

\ / /, \

\ /[« , f

) \ //
N / \
/ \
\ | f / \ | /
\ / \ /
\ I f
\ /

\ / x X
f(2)>0undf(2)<O0 f(2)=0undf(2)=0
f(2)>0undf(2)=0 f(2)=0undf(2) <0
f(2)<O0undf(2)<O0 f(2)<Oundf(2)>0

e.zs Gegeben sind die Graphen der Funktion f und der Sekante s zwischen den Punkten
P(xo | (X)) und Q(xo + Ax|f(xy + Ax)).

flx)

Q

X

0
X0

XotAx N~

Erganze die Textlicken durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so, dass eine

korrekte Aussage entsteht!

AN [1.2]

Der Ausdruck (1) beschreibt (2]

. fxg + Ax) - f(Xo)
lim %
Ax—0 0

f(xo) - f(xo + Ax)
Ax

f(xo + AX) - f(xg)
Ax

Ax—0

32 Differenzen- und Differenzialquotient

die mittlere Anderungsrate im
Intervall [xg; Xq + AX]

die Tangentensteigung an der
Stelle x,

den Differenzenquotienten von f an
der Stelle x + Ax
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2.2 Ableitungsfunktionen

Eine Funktion f’ nennt man Ableitungsfunktion von f oder Ableitung von f, wenn

man an jeder Stelle x der Funktion f die Tangentensteigung bestimmen kann. Die
Ableitungsfunktion f’ ordnet jedem x die Steigung im Punkt (x|f(x)) an den Graphen von f
zu. Das Berechnen der Ableitungsfunktion nennt man Differenzieren oder Ableiten.

Bevor wir uns aber den Ableitungsregeln widmen, wenden wir uns zuerst dem grafischen
Differenzieren zu, dh wir ermitteln die Ableitungsfunktion rein grafisch.

2.2.1 Grafisches Differenzieren

Der Einfachheit halber wird in diesem Kapitel die Funktion f stets rot gehalten und die
Ableitungsfunktion f' wird griin eingezeichnet.

Wir beginnen mit der quadratischen Funktion f(x) = x2, deren Graph eine Parabel ist.

@2.29 Gegeben ist der Graph der Funktion f(x) = x°.
\ K0/ /I

r's

-3 -2 -1 0

Stelle die Ableitungsfunktion f" grafisch dar!
Verzichte zunachst auf den Technologieeinsatz und kontrolliere erst im Anschluss!

AN |3.2]
Der Differenzialquotient kann als Grenzwert des \ R4 /
Differenzenquotienten und grafisch als Tangentenanstieg k 1 p
gedeutet werden. ¢
Wenn wir nun grafisch ableiten, bestimmen wir an jeder \ " u /
Stelle des Graphen den Anstieg der Tangente an die " k=2
Funktion im entsprechenden x-Wert. \ ‘
Exemplarisch zeichnen wir in der obigen Funktion an den ! X
Stellen x; = -2, X, = 0 und x3 = 1 kurze Tangenten mit der 22 1Y/
jeweils ausgewiesenen Steigung k (Steigungsdreieck) ein. 1 \ ik, ’

Ableitungsfunktionen 33
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\ Ay !/ Diese Tangentensteigungen werden nun als Funktionswerte
(v-Werte) in das Koordinatensystem eingetragen und mit
P N den Werten x4, X, und X5 zu Punkten erganzt, in unserem
, Fall (x, | k(x,)), also (-2]-4), (x,|k(x,)), also (0] 0), und
\ o / (X3 1 k(x3)), also (1]2).

Diese Punkte werden nun miteinander zu einer Geraden
mit der Gleichung g: y = 2x verbunden.

57 T Jlwo Die Kontrolle mit Technologieeinsatz, zB mit Geogebra,
; ergibt, dass die Funktion f(x) = x? abgeleitet die Funktion
f'(x) = 2x ergibt.

IS

o t—1t)
Xqi=%]

Wir kénnen folgende Schllisse aus dem obigen Beispiel ziehen:
e Eine Funktion 2. Grads wird beim Ableiten zu einer Funktion 1. Grads (lineare Funktion).

¢ Im Scheitelpunkt (Extrempunkt) der quadratischen Funktion ist die Steigung null, da die
Tangente auf der x-Achse liegt.

¢ Die Steigungen werden als y-Werte eingetragen und ergeben mit den entsprechenden
x-Werten jene Punkte, die die Ableitungsfunktion grafisch bestimmen.

¢ Die quadratische Funktion f(x) = x?ist fur alle x < O streng monoton fallend. Daher ist die
Steigung im Intervall (-oo0; O) negativ. In der Ableitungsfunktion sind die Funktionswerte
aus diesem Grund ebenso negativ, dh unterhalb der x-Achse. Fur alle x > 0O ist die
Funktion streng monoton steigend und die Steigung positiv. Die aus den Steigungen
resultierenden y-Werte sind in der Ableitungsfunktion alle oberhalb der x-Achse, also
positiv.

Merke: Beim grafischen Differenzieren bestimmt man an beliebig vielen Stellen der
Funktion die entsprechende Steigung, indem man Tangenten an den Funktionsgraphen
legt und naherungsweise die Steigung abliest.

Die Punkte fur die Ableitungsfunktion erhalt man, indem man die Argumente (x-Werte)
unverandert lasst und die y-Werte durch die Werte der Steigung ersetzt, zB (x4 | k(x,)).
Trage diese Punkte in das Koordinatensystem ein und verbinde sie zum Graphen.

2.30 Zeichne den Graphen der Ableitungsfunktion in das gegebene Koordinatensystem
ein! AN [3.2]
y

; l
3 |
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Lésung:

In den Argumenten (Stellen, x-Werte) der vier beliebig gewahlten Punkten A, B, C und D
wird jeweils die Steigung k bestimmt und in der Ableitungsfunktion als Funktionswert
(v-Wert) eingetragen (linke Abbildung). Der Graph der Ableitungsfunktion ist in der rechten
Abbildung grun eingezeichnet.

J [ VY [ ]
oL/ |/ . /
1/ !/ (=119) ’ Gl |
) / \ /l |
/ J/* \ /]
I J \ . /1]
k=9, | \ . [ 1]
[, / \, [
| lsoa |, o 0B12) \ /
/ 1 i /f,
/ ciio) / X / \oo / X
. / V. /
Al-11-2) / AN
e : ’
/ / (11-3)
/! 2 ,l 5
Mesl Skizziere in das Koordinatensystem den Graphen der Ableitungsfunktion!
Begriinde deine Vorgehensweise! AN 13.2]
a) a) / b) \ U)/ ]
f \ /
7 \ 4
2 A - \ : /
1 \ / X
/1 32 I\
c) y d) y II
/ .
/ A\
\ /N 7
\ X
6 I»S by 3 2 —1\0 \
I N \ /
Il - \\ 4 3 10 -
I b | 1
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2.32 Ordne den Funktionsgraphen jeweils den passenden Graphen ihrer Ableitungs-

funktionen aus A bis F zu! AN 13.2]
flx] ’ \ flx]
L \
Jr A
™\ 4 ' 4™\
/ \ x \ X
3 o 1 o 3 2\ 1
1 \// \\/ !
I |
\| A / flx
f : f
\, /
X X
3 2 10 -3 2 1 0]
\
Flx) Fx) £x)
2 i f
pe
X X X
3 2 1 0 3 2 10 3 2 10
[\
/ [
/ l} \ /
Flx) || A \ i |
‘ 1 \
A, \ /
\ L
X X X
3 2 10 3 2 1 3 2 0
P
\
|
2.33 Gegeben ist der Graph der Ableitungsfunktion f'. \\5 y II
Skizziere ndherungsweise den zugehorigen y /
Graphen der Funktion f, der durch den Ursprung des
Koordinatensystems verlauft! z
Tipp: Bedenke, dass die Funktionswerte von " an 1\ / X
jeder Stelle den Tangentensteigungen der Funktion f T°
entsprechen! AN 13.2|
Ableitungsfunktionen
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Grundlagen der Differenzialrechnung

2.2.2 Ableitungsregeln fiir Potenz- und Polynomfunktionen

2.34 Bestimme mithilfe des Differenzialquotienten die Ableitung der Funktion

a) f(x) =x2 b) g(x) = x>
Formuliere anschlieffend eine Vermutung tUber eine mégliche Ableitungsregel!
AN |1.2]2.1]
. f(x+AX) - f(x) . (x+Ax)? -2 L 2XAX + (AX)? -
a) f'x)= lim ————= Ilim ————= lim =
) ( ) Ax— 0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
. AX(2x + Ax .
= lim %= lim (2x + Ax) = 2x
Ax—0 X Ax—0
b) g00 = lim Slx+AX) - g(x) _ im x+A0°-x° lim K7+ 3XAX + 3x(AX)7 + (Ax)° -
g Ax—0 Ax Ax— 0 Ax Ax—0 Ax
AX(3x? + 3xAx + (Ax)? .
= lim XS AXX“( ) - lim (3x? + 3xAx + (Ax)?) = 3x2

Ax—0 Ax—0

Wenn fiir f(x) = x> die erste Ableitung f'(x) = 2x ergibt und g(x) = x° abgeleitet zu g’(x) = 3x°
wird, dann kann man vermuten, dass der Exponent (Hochzahl) beim Ableiten als Koeffizient
vor das x gestellt wird und die Hochzahl selber um 1 vermindert wird.

Potenzregel:
fx)=x" = f'(x)=n-x""Tmitn € N*: andere Schreibweise: (x")’ =n-x""1
e.35 Leite mithilfe der Potenzregel ab! AN [2.1]
a) f(x)=x" b) f(x) = x*° c) f(x)=x>" d) f(x)=x°
2.36 Sonderfalle: Leite ab! AN [2.1]

a) die identische Funktion f(x) = x
b) die Potenzfunktion mit negativem Exponenten f(x) = x™" mit n € N*
c) die konstante Funktion f(x) = k mit k € R

a) f(x)=x=x"= fx)=1-x1"Y=1.x"=1.1=1
b) f(x)=x" = f'(x)=-n-x"""Y
¢) Die Funktion mit f(x) = k hat als Schaubild eine waagrechte Gerade mit Steigung null.

Daher ergibt die Ableitung jeder konstanten Funktion immer null.
(Weil die Potenz x° =1, also konstant ist, ergibt die Ableitung von x% auch null.)

Ableiten der identischen und einer konstanten Funktion:
fx)=x = f'x)=1 und f(x)=k = f'(x)=0mitk € R

Ableiten einer Potenzfunktion mit negativem Exponenten:
fx)=x" = fx)=-n-x"""Ymitn € N*

e.37 Zeichne jeweils die Funktion und leite ab!

Zeichne die zugehorige Ableitungsfunktion! AN |2.1]
a) fix)=3 b) f(x)=0,2 c) f(x)=3 d) f(x)=-9,3

e) f(x) =x f) f(x)=x"1 g) f(x) = x> h) f(x) = x2

i) fx)=x2 i) fx)=x° k) f(x)=x"* ) f(x)=x"°
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2.38 Bestimme auf Grundlage der letzten beiden Ableitungsregeln die 1. Ableitung der
Funktion f(x) = x? + 1! AN |2.1]

Die Funktion f(x) = x2 + 1ist eine zusammengesetzte Funktion.

Wir setzen die bekannten Ableitungsregeln zunachst getrennt ein und Uberprifen
anschlieend die Gultigkeit dieser Vorgehensweise durch grafisches Differenzieren.

x2 mit der Potenzregel ableiten: (x2)’ = 2X.
1 mit der Regel fur die Ableitung konstanter Funktionen ableiten: (1)" = 0.
Demnach ware die Ableitung: f'(x) = 2x + O = 2x.

Uberpriifung:
R A b

1 B 2 T (010)

b
"
Y

w

X (-1-2)

Summen-/Differenzregel: Die Ableitung einer Summe/Differenz ist gleich der Ableitungen
der Summanden/des Minuenden und des Subtrahenden.

(F1(x) £ 15(x))" = f1'(x) £ £, (x)

2.39 Leite mithilfe der Potenz- und der Differenzregel ab! AN |2.1]
a) f(x) = x> - x b) f(x)=x>- 4 ¢) f(x)=x-x™°
Lésung
a) f'(x)=3x"-1 b) f'(x) = 2x ¢) f'(x)=15x™* - 10x°

¢2.40 Leite die folgenden Funktionen mithilfe der Potenz- und der Summen- bzw. der

Differenzregel ab!
Ermittle den Wert der Ableitung an der Stelle x, = 1!

Interpretiere, was dieser Wert aussagt! AN [2.1]
a) fx)=x>+x%>-1 b) f(x) = -x° +x c) f(x)=x°+100

d) f(x) = +x* e) fx)=x"-1 f) f()=1 x10

g) f(x)=-x+0,25 h) fx)=x+4 i) f(x)=x>-In(5)

Es stellt sich nun die Frage, W|e du eine Funktion ableiten kannst, die einen Koeffizienten
vorangestellt hat, zB f(x) = 3 - X2

Wir helfen uns zuerst durch den Differenzialquotienten und werden dann anschlieend eine
allgemeine Regel formulieren.

Ableitungsfunktionen
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2.41 Bestimme mithilfe des Differenzialquotienten die Ableitung der Funktion

f(x) = k- x> mitk € R AN [1.2]2.1]
. fx+ AX) - f(x) o ke(x+AX? - kX2 k03 + 2xAX + (AX)?) - kX2
f'(x)= lim —————= |lim ————— = |im =
() Ax—0 Ax Ax— 0 Ax Ax—0 Ax
L kT 2kxAX + K(AX)? - kxZ o k-Ax-(2x+ A .
= Jim OCHET i ORI o im ke (2x+ Ax) = k- 2x
Ax—0 Ax— 0 Ax—0

k wandert als multiplikative Konstante mit und bleibt beim Ableiten erhalten. Sie wird i.A. vor
die Ableitungsfunktion gestellt.

Regel vom konstanten Faktor: (k-f(x))' = k-f'(x) mitk € R

2.42 Leite mithilfe der Regel fiir den konstanten Faktor ab! AN |2.1]
a) f(x) = 2x b) f(x)=7x* c) f(x)=-3x d) f(x)=0,5x%
Loésung:

a) fx)=2-1-x°=2 b) f'(x)=7-4-x>=28x
¢) f'(x)=-3-11-x¥=-33x"° d) f'(x)=0,5-30-x%° = 15x%°

Me.43 Kreuze jene beiden Aussagen an, bei denen richtig abgeleitet wurde! AN [2.1]

Bx3-3x2-3x-3)=9x?-6x-3
(3x3 - 3x% - 3x)' = 9x? - 6x - 3x
(3x3 - 3x% - 3) = 9x? - 6x
Bx3-3x2-3x-3)=9%?-9

(3x3 - 3x% - 3x)" = 9x? - 9x

M@l 2.44 Ordne den Funktionen jeweils die richtige Ableitungsfunktion aus A bis F richtig zu!

AN |2.1]
’ _ 43
s(t) = 5t* - 2t - 4t A st=t"-4
B s'(t)=4t>- 4
s(t)= Ft* - 2t - 4t ;
c s')=2t-4t-4
_ 1.4
s(t)=3t" -2t-4 D s')=2t>-2t-4
s(t)=3t* -2 - 4t E s'(t)=t>-4t-4
F s'(t)=2t3-2
e.45 Leite mithilfe der Ableitungsregeln ab! AN |2.1]
a) f(x)=x* - 3x2+2 b) f(x) = 13x™ + 1,2x% - 24x% - 0,9
c) f(x)=-6x d) f(x)=3x-7
e) f(x) = 0,5x" + 2x° - 2x° f) f(x)=x - 5x° - 15x°
g) f(x) = -0,3x* + 2x° - x h) f(x) = -1,5x% + 2x° - £
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@\uch mit Technologieeinsatz kann man ableiten. Wir besprechen hier das Ableiten mit
Geogebra. Hierbei lasst sich prinzipiell zwischen zwei Méglichkeiten wahlen:

Variante 1 im Grafik- und im Algebra-Fenster:

& A LA NOHONE NN =2 &) .
» Algebra X » Grafik N =
In die Eingabezeile des ™
Algebra-Fensters wird der 5|
Funktionsterm eingegeben: +
f(x)=x"3-2x+1 Il
Der Funktionsgraph wird im A
Grafik-Fenster dargestellt. X I N / S T T T e
Eingabe: f(x)=xA3-2x+1]
[ ) ALALSD I OHON SN =2 ] oo
» Algebra X » Grafik X

Funktion

In die Eingabezeile gibt man den Ot Bonie
Befehl f'(x) oder einfach nur f’ ein.

Die Ableitungsfunktion wird im
Grafik-Fenster gezeichnet.

X

.9-3-7-6-5-4-3-2-1&/1234557
1
i

Eingabe: '

D Gectera Gasics
] A AL > OO 4 N = @) .
» Algebra X » Grafik X

Funktion
®f(x) =x"—2x+1
o f(x) =3x2—2

Im Algebra-Fenster wird die
Funktionsgleichung angezeigt.

X

.9-3-7-5-5-4-3-7-1{/1 2 3 4 5 6 7
2l

f

Eingabe: el
Variante 2 mit CAS:
Damit die Funktion auch = ‘ -
e : N[ EESCIENER i
gleichzeitig im Algebra- und Grafik- m = o X e Crasic
Fenster aufscheint, muss f(x) R e 1 f_""f:;‘; Sk
mithilfe von := definiert werden. e 5 | PomAbletung (i)
Die Ableitung erfolgt Uber den P =322
Befehl ,Ableitung(f(x))“ oder 3 if"hu
durch die Eingabe von ,f'(x)“. B ]
Der Graph wird gezeichnet, wenn
die Zeile in CAS am Rand links
aktiviert ist. Eingabe:
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@2.46 Leite f(x) = %xz - 6 ab, bestimme rechnerisch die Steigung der Tangente an der

Stelle x = 2 (Kurzschreibweise '(2)) und gib die Gleichung der Tangente an!
Erklare, wie die Tangente mit Technologieeinsatz bestimmt werden kann!  An |2.1]

Losung:
f'(x) = %-2x= %x
f(2)=3%-2=1

Fir die Tangentengleichung y = kx + d benétigt man noch den Punkt P(2 | f(x)):
f(2)=%.22-6=-5 = A(2|-5)
y=kx+d

-5=1-2+d = d=-7
tty=x-7

X

¥ Grafik X
| AC~

» CAS
Technologieeinsatz, f(x):=x"2/4-6
zB Geogebra CAS: [T 6
f(x) definieren. o i
Zeile aktivieren, die Grafik 2 | g:=Tangente((2, (2)).f(x))
wird angezeigt. ® |- giy=x—7
Den Befehl ,Tangente 3 B 6\
(Punkt, Objekt)“ verwenden
und die Tangentengleichung
ablesen.

Zeile aktivieren, die Tangente
wird gezeichnet. e

=
3

@.47 Leite ab, bestimme die Steigung der Tangente an der Stelle x = 2 (Kurzschreibweise

f'(2)) und gib die Gleichung der Tangente an! AN |2.1]
a) f(x) = -3x> b) f(x)=x*+x3-x% - x
c) f(x)=4x -8 d) f(x)=-0,3x*+2,2x* - 0,7

e) f(x)= 2x3 - %xz f) fx)=x- 2x?

M@AS Gegeben sind Geradengleichungen, die zur Tangente t an den Funktionsgraphen von
fmit f(x) = 3x?-2x+landerStellex=-1 parallel sind.
Kreuze jene zu t parallele Gerade an, die durch den Punkt P(-2]18) geht! AN |2.1]

y=-2x-8 y=-8+2 y=-2x+8
y=2x-8 y=8x-2 y=-8x-2

2.49 Berechne die Ableitung der Funktion f(x) = x an der Stelle x = 3!
Gib die Funktionsgleichung der Tangente t an dieser Stelle und den Neigungswinkel
a an! AN |2.1]

2.50 Berechne die Ableitung der Funktion f an der Stelle x = x!

Gib die Gleichung der Tangente und den zugehdrigen Neigungswinkel an! AN |2.1]
a) f(x) = %x2, X =2 b) f(x)= x3+2, Xog=-2

¢) fx)=3x2-1,x,=-1 d) () =303 +4x), % =3

e) f(x)=0,6x* x,=1 f) f)=x"+2x2+4,x,=2
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@2.51 Ermittle jene Punkte des Graphen der Funktion f(x) = 2x - 6%, in denen die

Tangentensteigung k = -4 betragt! AN |2.1]
Loésung:
Anhand einer Handskizze erkennt man, dass 2 Losungen zu erwarten sind.
f'(x )— > x?-6 b
4=3-x"-6  |+6 ANW i
_3 2 2 \ |
=g I3 N I
=3 v N
2 2 I 4\ O\ /
X1=V3 %2~ ~y3 .
f(L)=1_(L)3_6_L=1_L_£=L_ﬁ=_£
V3] 2 W3 V3 2 3V3 V3 3/3 3V3  3V3
2\ 23 2)\_1 (. 8 )\, 12_ 4 , 36 _ 32
f(_@)_ _\/§) -6 (_@) 2 (_3\/§)+w3 "3 T3 33

@.52 Ermittle jene Punkte des Graphen der Funktion, in denen die Steigung der Tangente
k = 4 betragt!
Gib die Gleichung der Tangente an! AN [2.1]

a) Polynomfunktion f(x) = 23 -x%2+1 b) Potenzfunktion f(x) = O,5x'2

2.2.3 Differenzen- und Differenzialquotient als mittlere und momentane Geschwindigkeit

2.53 Beim freien Fall fallt ein Korper gemaf der Formel s(t) = %-ﬂ mit t in Sekunden
und der Erdbeschleunigung g = 10 m/s;2 zu Boden. Es gilt daher:

s(t) = 5t°

a) Berechne den jeweils zurickgelegten Weg flr die Zeitpunkte t=0s bist=5s
und gib die Werte in einer Tabelle wieder!

b) Bestimme rechnerisch die mittlere Geschwindigkeit v in m/s des fallenden
Korpers im Zeitintervall [O; 1], [0; 5] und [1; 3]!

¢) Berechne die momentane Geschwindigkeit v in m/s des fallenden Kérpers zu
den Zeitpunktent; =0,5s,t,=1s,t;=2sund t; =5 s! AN |1.211.3]2.1]

a) Man setzt die Werte flr t der Reihe nach in die Funktion s(t) ein und bestimmt die
Funktionswerte (= Weglangen).

s(0)=5-02=0m, s(1)=5-1>=5m, s(2)=5-2%= 20m
s(3)=5-32=45m, s(4)=5-4°=80m, s(5)=5-52=125m

tins 0 1 2 3 4 5
s(t) inm 0 5 20 45 80 125
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b) Fiur die mittlere Geschwindigkeit v benétigt man den Differenzenquotienten
As _ s(t+At) - s(t)

A= ar im Zeitintervall [t; t + At]:
y ) i -
Zeitintervall [0; 1):v = 35 = *3=5 = *3° = 5 m/s (Beachte die Einheit)

Die Geschwindigkeit betragt in der ersten Sekunde im Mittel 5 m/s.

. _ 5) - s(0 _
Zeitintervall [0; B]: v = % =& 52 - g( ) = 1255 9-25 m/s

Die Geschwindigkeit betragt in den ersten 5 Sekunden im Mittel 25 m/s.
Zeitintervall [1; 3]: v = 530 = 45°5 _ 50 ms
Die Geschwindigkeit betragt zwischen der ersten und dritten Sekunde im Mittel 20 m/s.

¢) Fur die momentane Geschwindigkeit wahle die Ableitung v = s’(t) = 10t
s'(0,5)=5m/s,s'(1) = 10 m/s, s’(2) = 20 m/s, s’(5) = 50 m/s
Der Korper hat zum Zeitpunkt t = 0,5 s eine Geschwindigkeit von 5 m/s, bei einer
Sekunde eine Geschwindigkeit von 10 m/s, zum Zeitpunkt t = 2 s eine Geschwindigkeit
von 20 m/s und bei 5 Sekunden eine Geschwindigkeit von 50 m/s.

Bei einer Weg-Zeit-Funktion wird der Differenzenquotient im Zeitintervall [t; t + At] als

. . . — At) - . . .
mittlere Geschwindigkeit v = % = w im Intervall [t; t + At] bezeichnet und die

Ableitung s’(t) = v als Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt t.

2.54 Die Funktion s mit s(t) = 7t2 + 3t beschreibt den von

einem Radfahrer in t Sekunden zurtckgelegten Weg
in m.

Ermittle den Differenzenquotienten der Funktion s
im Intervall [O; 5]!

Deute das Ergebnis!

Berechne die Ableitungsfunktion zum Zeitpunkt
t=5s!

Interpretiere das Ergebnis! AN [1.3]2.1]

Lésung:

s(55):;(0) _ 21,255 -0 _ 4.5
Die mittlere Geschwindigkeit des Radfahrers in den ersten 5 s betragt 4,25 m/s.
s'(t)=35t+3

s'(5)=5,5

Die momentane Geschwindigkeit 5 s nach dem Start betragt 5,5 m/s.

@.55 Far den freien Fall gilt, dass der von einem Korper zurtckgelegte Weg s in m durch
die Funktion s mit s(t) = %-tZ mit der Zeit t in Sekunden und der Erdbeschleunigung
g=10 m/s2 beschrieben wird.

a) Ermittle, aus welcher Hohe ein Korper fallen muss, damit er nach t = 5 s auf dem
Boden aufkommt!

b) Berechne jeweils die mittlere Geschwindigkeit des fallenden Korpers in den
Zeitintervallen [0O; 0,5], [1; 4] und [3; 4]!

c) Berechne jeweils die momentane Geschwindigkeit des fallenden Korpers zu den
Zeitpunktent=0,5s,t=3sundt=4s! AN [1.3]2.1]
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@.56 Ein Ball wird mit der Anfangsgeschwindigkeit v, lotrecht nach oben geworfen.
Der Weg, den er dabei zurlcklegt, wird durch die Funktion s mit s(t) = v, -t - %-t
beschrieben (t in Sekunden, s(t) in Meter, Erdbeschleunigung g = 10 m/sz).

a) Berechne die momentane Geschwindigkeit des Balls nach 3 Sekunden, wenn
er mit einer Anfangsgeschwindigkeit von 20 m/s in die Luft geworfen wird!
Interpretiere das Ergebnis in diesem Kontext!

2

b) Bestimme jenen Zeitpunkt, an dem der Ball wieder auf dem Boden aufkommt!

¢) Berechne den Zeitpunkt, zu dem s’(t) = O gilt!
Deute das Ergebnis in diesem Zusammenhang! FA |1.411.7] AN |1.3]2.1]

M¢2.57 Der Graph der Funktion h(t) stellt den lotrechten Wurf eines Kérpers dar.
Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an! FA 11.511.7] AN |1.3]

Alt) in m

Der Graph von h entspricht der Flugbahn des
Koérpers.

d 0\

Beit = 2 s andert der Korper die Flugrichtung. [ \

Die mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall

[0; 2] entspricht jener im Zeitintervall [2; 4].

Der Korper wird mit der Anfangsgeschwindigkeit

von 20 m/s lotrecht nach oben geworfen.

/
/
/
/
/
/
/

Die momentane Geschwindigkeit hat beit=2s

den groflten Wert.

2.58  Gegeben ist der Graph s(t), sit) in km
der die Bewegung eines 3 —
E-Scooters innerhalb von 12
2 Minuten simuliert. ¥ v

Kreuze die beiden
zutreffenden Aussagen an!
FA |1.5|1.7] AN |1.3]

AN

do

..
N\
N

N

v = U

L

L & & D b b b b b
pi h 9

\

lin min
02 03 0% 05 06 07 08 09 12 13 1k 15 16 17 18 19

o
o

Die mittlere Geschwindigkeit betragt im abgebildeten Zeitintervall ca.
11 km/h.

Nach einer Sekunde hat der E-Scooter die geringste Geschwindigkeit.

Die Geschwindigkeit des E-Scooters nimmt in der zweiten Fahrthalfte
kontinuierlich ab.

Die Geschwindigkeit ist nach 1 Minute Fahrtzeit am gréf3ten.

Die zurtickgelegte Strecke betragt mehr als 1,5 km.
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2.2.4 Hohere Ableitungen

2.59 Leite die Polynomfunktion f(x) = 3x* + 2x? - 15x + 9 s0 oft ab, bis die sich
ergebende Funktion konstant ist! AN |2.1]

f'(x) = 12x° + 4x - 15
f'(x) = 36x° + 4

f"(x) = 72x

Vix) =72

Wir haben nun 4-mal hintereinander abgeleitet und uns dabei immer auf die vorige
Ableitungsfunktion bezogen.

f’ ist die Ableitungsfunktion der Funktion f,

f" die Ableitung der Funktion f’,

f" die Ableitung der Funktion f” usw.

Die letzte (und damit 4.) Ableitung ist nun konstant, da kein x mehr in der Funktionsgleichung
vorhanden ist.

Fur eine reelle und differenzierbare Funktion f heifdt die Funktion f' die erste Ableitungs-
funktion von f, f” = (f')’ die zweite Ableitung von f, f"” = (f")" die dritte Ableitung von f usw.
Ab der zweiten Ableitung spricht man von héheren Ableitungen von f.

¢2.60 Ordne den Ableitungsfunktionen f’ jeweils den Graphen der zweiten Ableitungs-

funktion f” aus A bis F zu! AN 12.113.2]
) =x3-3x+1 fx)=2-(x-2)7
Fl)=-x>+3x -1 =5 (x+2)
%) F(x) lx)
[\
X X
A 3 170 B 3 2 J o c X

—
-—

—~——
—
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¢2.61 Berechne die ersten vier Ableitungen der Funktion f(x)! AN |2.1]
a) f(x)=5x° - 7x> + 6x - 2 b) f(x) = 15x° - 6,5x° + 8x + 1
4 3 2
c) fix)=2+3 2 _X d) f(x) = 2x* - 6x% + 12x° - 8x
4 4 2
e) ) =% f) fo=5+2_2
4 3
g f)=x*-2x+4 h) f(x) =%+ 22535
4 2
i) fo0=2x"+3 -6 ) fo=45+%-5-3
MC2.62 Gegeben ist die Funktion f(x) = 2x3 - 8x - 1. Ordne richtig zu! FA 11.4] AN |2.1]
f'(0) f"(-1) f'(1) f(0)

A -2 B -12 c -8 D 8 E 12 F 2

s(t) ist die Weg-Zeit-Funktion, sie beschreibt den bis zum Zeitpunkt t zurlickgelegten Weg.
s'(t) = v(t) ist die Geschwindigkeitsfunktion, sie beschreibt den Wert der Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt t.

s"(t) = v/(t) = a(t) ist die Beschleunigungsfunktion, sie beschreibt den Wert der
Beschleunigung zum Zeitpunkt t.

@2.63 Eine Kugel wird im Zuge eines Experiments vom 252 m hohen Donauturm in die
Tiefe fallen gelassen. Der Weg, den sie dabei zurticklegt, wird durch die Weg-Zeit-
Funktion s mit s(t) = 252 - 5t“ beschrieben (Zeit t in Sekunden).

a) Berechne den Zeitpunkt, an dem die Kugel (unter Vernachlassigung des
Luftwiderstands) auf dem Boden aufkommt!

b) Berechne die Geschwindigkeit v(t) zum Zeitpunktt =5 s!

c) Berechne die Beschleunigung a(t)! FA |1.5]1.7] AN |1.3]2.1]

M ¢2.64 Eine Schnellbahn verlasst eine Station und bendétigt 240 Sekunden zur ndchsten

46

Station. Der dabei zurlckgelegte Weg wird durch die Funktion s mit s(t) mittin
Sekunden beschrieben.

Ordne richtig zu! FA 11.7] AN |1.3]
zurlickgelegter Weg nach 50 A s"(50)
Sekunden

v(50) - v(0)
mittlere Geschwindigkeit in B 50
den ersten 50 Sekunden . s(50) - 5(0)
Momentangeschwindigkeit in 50
der 50. Sekunde D s(240) - s(0)
Beschleunigung in der 50.
Sekunde E s(50)

F im_ S20+40 - 60
At—0

Ableitungsfunktionen
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2.2.5 Funktionen und ihre Ableitungsfunktionen

Zwischen den Funktionen und ihren Ableitungsfunktionen bestehen Zusammenhange, die im
Folgenden anhand von Graphen untersucht werden sollen.

M @
2.65 Gegeben ist der Graph der ersten Ableitung der Funktion f.
Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an! FA |1.4|1.5] AN |3.2]

. f'(x) /

/

Die Funktion fist eine lineare Funktion.

f” ist eine lineare Funktion.
f'(1)=3 = f"(1)=3

Da die Funktion f' fir jedes x € R streng
monoton steigend ist, gilt das auch fur f.

Die Funktion f andert mindestens einmal
ihre Monotonie.

L L L B

Die Funktionsgleichung von f'(x) lautet f'(x) = 3x.
Die Funktion f muss einen Term mit x> enthalten, (genauer 1,5x2, weil dann die Ableitung 3x
ist). Die 1. Aussage ist demnach falsch.

Wenn man ' nochmals ableitet, erhalt man f"(x) = 3.

Grafisch bedeutet dies, dass eine zur x-Achse parallele Gerade vorliegt, die um 3 Einheiten
auf der y-Achse nach oben verschoben ist. Diese Gerade ist der Graph einer konstanten
Funktion. Die 2. Aussage ist daher falsch.

Wenn man x = 1 in f’ einsetzt, ergibt dies 3, und " ist immer 3. Die 3. Aussage ist richtig.

Jede quadratische Funktion hat einen Scheitelpunkt (Extrempunkt), dh, die Monotonie ist vor
und nach dem Scheitelpunkt nicht gleich.
f ist daher nicht in R streng monoton steigend, Aussage 4 ist falsch.

Aussage 5 ist korrekt.

Eine lineare Funktion wird durch die Ableitung zu einer konstanten Funktion.
Eine quadratische Funktion wird durch die Ableitung zu einer linearen Funktion.

Es gilt ganz allgemein:
Beim Ableiten verringert sich der Grad der Polynomfunktion um 1. Fur n = 4 gilt zB

fx)=a,-x*+a;-x>+a,-x*+a,-x+a,
fX)=4-a,-x°+3-a5-x>+2-a,-x+a,
Umgekehrt ist die urspringliche Funktion um einen Grad hoher als ihre Ableitungs-

funktion.
Me.GG Die Funktion f hat an der Stelle x = 0 den R4
Funktionswert O. f
Die Ableitungsfunktion f’ ist mit ihrem 1
Graphen gegeben. N

Beschreibe, wie man anhand der Grafik die
Funktion f finden kann! -
Zeichne sie ein!

Lies ihre Gleichung ab! FA |1.4] AN |3.2]

Ableitungsfunktionen 47
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2.67  Gegeben ist der Graph der ersten Ableitung Al

der Funktion f.

Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an! p
FA |1.4]11.5] AN |3.2] /1 Nos

/ sl N\

/ 4\

Die Funktion f' ist flr x < -2 streng monoton fallend.

Die Funktion fist eine Polynomfunktion 3. Grads.
Es gilt: f'(-2) > "(-2)

Der Graph der Funktion f' ist eine steigende Gerade.

Der Graph der Funktion f” ist eine waagrechte Gerade.

2.68 Zeichne den Graphen der Funktion f(x) = 0,125x* - x2 + 1 in R und die Graphen
ihrer 4 Ableitungen! (Wahle den Ausschnitt so, dass stets alle méglichen Nullstellen
sichtbar sind.)

Beschreibe den Zusammenhang zwischen den lokalen Extrempunkten (Minima
und Maxima) und den Nullstellen der jeweiligen Ableitungsfunktion! FA |1.5] AN |3.2]

Die Graphen der Funktion und ihrer Ableitungen:

f(x) f'(x) £(x) £(x) V(x)
1 Afx) ] flx) | \ f'lx) |} Af'lx) Af'x)
| ] | VL ;
| { 1 . 2
| AL ; 1/ )
\ X \ Il X X
3 -101 \ \ I 3 2 ] 3 2 -13
[ oY \ JA
\ /X [ 22\ ;
B\L2 71704‘ " 7: \|/ / 7:

Der Grad der Polynomfunktion nimmt durch die Ableitungen jeweils um 1 von 4 auf O ab.
Die Anzahl der Nullstellen dieser Funktion nimmt durch die einzelnen Ableitungen ebenfalls
jeweils um 1 von 4 auf 0 ab. (Das gilt aber nicht aligemein fur alle Polynomfunktionen!)

Wir erinnern uns: Lokale Extremstellen einer reellen Funktion sind jene Stellen, bei denen in
einer beliebig kleinen Umgebung alle benachbarten Funktionswerte kleiner (Maximum) oder
grofer (Minimum) sind. An den lokalen Extremstellen der Funktion hat die Ableitungsfunktion
eine Nullstelle.

Das heifdt nun, dass die Steigungen der Tangenten in den lokalen Extrempunkten null sind,
und demnach dort jeweils waagrechte Tangenten vorliegen.

Dabei fallt auf, dass bei einem Minimum der Funktion die Funktionswerte bei der Nullstelle
der Ableitungsfunktion von negativen zu positiven wechseln und bei einem Maximum von
positiven zu negativen.

Die Steigungen der Tangenten sind in den lokalen Extremstellen null. Die lokalen
Extremstellen einer Funktion werden zu Nullstellen der abgeleiteten Funktion.

Die Anzahl der Nullstellen und der Extremstellen veréndert sich durch das Ableiten
ebenfalls. Deren Anzahl hangt aber von der Art der Funktion ab.

Ableitungsfunktionen
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Grundlagen der Differenzialrechnung

M ¢2.69 Ordne den Ableitungsfunktionen oben die jeweils richtige Funktion aus A bis D zu,
wobei f(0) = 0 sein soll!
Begriinde, warum die anderen Funktionen nicht in Frage kommen!  FA [1.5] AN |3.2]

A A /
A

Aflx) Aflx)

// 1 0
\ /
al 0
A
Al \ Al |
Bl \ [
\ /
92 f \ X
1/ B

M@ 2.70 Die Ableitungsfunktion f" ist durch den Graphen gegeben.

N Skizziere den Graphen von f"!

Gib die Stellen an, an denen die Funktion
“ f ein Maximum bzw. ein Minimum hat!
; FA 11.411.514.3] AN |3.2]3.3]
2 Maximum bei x =

Minimum bei x =

Ableitungsfunktionen 49
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Typ

2.71
2

Die Bewegung eines Korpers wird durch die Weg-Zeit-Funktion s beschrieben und ist
in der Grafik abgebildet.

s

/
1

Erklare, zu welchen Zeitpunkten die Geschwindigkeit null ist und in welchen

Intervallen sie positive bzw. negative Funktionswerte hat!

Gib den Zeitpunkt an, zu dem der Kdrper die hdochste Geschwindigkeit hat!

Skizziere den ungefahren Verlauf des Graphen der Geschwindigkeits- und der

Beschleunigungsfunktion in jeweils eigene richtig beschriftete Koordinatensysteme!
FA 11.411.5]1.7] AN [3.2]

2.2.6 Anwendung der Ableitungsfunktionen in verschiedenen Kontexten

Die Funktion H: [0; 24] — IR0+ ordnet jedem Zeitpunkt t in Stunden die H6he H(t) in
Meter des Wassers in einem Swimmingpool mit einem Leck zu.

) . HB+AH)-H3). .
Interpretiere den Ausdruck AI|mo —ar___ Indiesem Zusammenhangl! AN |1.3]
t—

Aus Interesse beobachtet eine Person die Entwicklung ihrer Gehaltserh6hungen im
Verlauf von 15 Jahren.
Zu Beginn der Beobachtung erhélt sie einen Gehalt von G, in Euro.

Nach 15 Jahren betragt ihr Gehalt G,5 in Euro.
G - G
Deute den Ausdruck —z— in diesem Kontext! AN [1.3]

Die Fahrt eines Snowboarders wird auf
einer bestimmten Strecke aufgezeichnet
und durch die Funktion s beschrieben:
s(t) = 0,8t% + 1,2t

s(t) in Meter, t in Sekunden

a) Gib den Term fUr die mittlere
Geschwindigkeit im Intervall [ty; ty + At]
an!

Vi =

b) Berechne die momentane Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t, = 5 s!
Zeige rechnerisch, dass die momentane Geschwindigkeit zum Zeitpunktt; =5's
grofer ist als die mittlere Geschwindigkeit im Intervall [O; 6]! AN [1.2]1.3]

Ableitungsfunktionen
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@.75 In einem Ferienort wurden in einem Jahr folgende Temperaturen in °C gemessen:

Typ 2 Jan. | Feb. | Mar. | Apr. | Mai | Juni | Juli | Aug. | Sep. | Okt. | Nov. | Dez.
TZ':]’; 12,3|14,1 (16,2181 (24,4 |27,9|35,2 (39,8 29,7 |25,2|18,2| 14,1
Min.
Temp,| 34| 58| 69| 9 |131/152/168/185/136|117| 8 | 54

a) Bestimme die durchschnittliche Temperatur der Maximalwerte Uber das gesamte
Jahr! ST

b) Berechne fur die maximalen Temperaturwerte den Ausdruck f und
interpretiere ihn im gegebenen Kontext!

c) Die minimalen Teml in °C

Temperaturen kdnnen 2

naherungsweise durch die ®

in der nebenstehenden N AT N

Grafik dargestellten . // \\

Polynomfunktion T * \

modelliert werden. 2 /

Kreuze die beiden 0 ,/

zutreffenden Aussagen an! . // \\

FA |4.3] AN |1.2|1.3] 6 ) \\
nye
2
Monate

lJ

T'(0) = T(10) < T(4

2.76 Eine Silvesterrakete wird mit einer Anfangsgeschwindigkeit von 42 m/s lotrecht nach
oben geschossen. Der Weg, den sie dabei zurlcklegt, wird durch die Funktion h mit

h(t)=vy-t - %-tz beschrieben.

t... Zeit in Sekunden, s ... zurlickgelegter Weg in Meter,
g=10 m/s ... Erdbeschleunigung.

a) Gib in einer Tabelle den Weg der Rakete an, den sie jeweils nach 1, 2, 3 und 4
Sekunden zurlckgelegt hat!

b) Bestimme jene Zeitpunkte, an denen die Rakete eine Flughéhe von 80 m
erreicht!
Erklare, warum es zwei unterschiedliche Zeitpunkte gibt!

c) Berechne die momentane Geschwindigkeit der Silvesterrakete nach 3 Sekunden!

d) Gib jenen Zeitpunkt an, an dem die Geschwindigkeit null ist, und bestimme die
dabei erreichte Flughdhe!

e) Stelle die Funktionen h und h’ grafisch dar! Bedenke, dass die Rakete zwar in
der Luft explodiert, aber der Stock, an dem der Feuerwerkskorper befestigt ist,
wieder zu Boden fallt! FA 11.311.411.7] AN |1.2]1.3]

Ableitungsfunktionen 51
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tZusammenfassung
f(x + Ax) - f(X)

Fir die Funktion f, die im Intervall [x; x + Ax] definiert ist, heifit die Zahl Ax
Differenzenquotient oder mittlere Anderungsrate von f in [x; x + Ax].
Der Differenzenquotient Iasst sich grafisch als Steigung der Sekante im Intervall
[x; x + Ax] interpretieren.
L X HAX) - (X)L . : . =
Der Grenzwert A“moT wird Differenzialquotient oder lokale Anderungsrate von f
X —>
in [x; x + Ax] genannt und lasst sich als Tangentensteigung und als Tangens des Neigungs-
winkels a der Tangente an den Graphen einer Funktion f an der Stelle x auffassen.

flx)
H £ .
/ s Im Intervall [x; x + Ax] wird der
e Ax) a Differenzialquotient folgendermafien
angeschrieben:
Ay =flx+Ax) - flx) d
- e Y o A
L = a k—tan(a)—f(x)—dX—AIX@OAX—
e * Cf(x+ AX) - f(x)
x DL LT
0 Ax—0
/ X x+Ax

Bei einer zeitabhangigen Funktion f(t) nennt man den Differenzialquotienten
. ft+ Ab - ()
lim —————

T momentane Anderungsrate.
At—>0

Bei Bewegungen wird die mittlere Geschwindigkeit als Differenzenquotient in einem

o _ t+ At) - s(t
Zeitintervall angegeben: v = i—? = s(%is()

Die momentane Geschwindigkeit entspricht der 1. Ableitung der Weg-Zeit-Funktion s(t) zu
einem bestimmten Zeitpunkt: v = s'(t)

Eine Funktion f' nennt man Ableitungsfunktion von f oder Ableitung von f, wenn man
an jeder Stelle x der Funktion f die Tangentensteigung bestimmen kann. Die Ableitungs-
funktion f’ ordnet jedem x die Steigung im Punkt (x| f(x)) an den Graphen von f zu.

Beim grafischen Differenzieren wird an beliebig vielen Stellen des Graphen die
Tangentensteigung ermittelt und in das Koordinatensystem als Funktionswert eingetragen.

Man kann eine Funktion mehrmals hintereinander ableiten, erhalt auf diese Weise f', f”,
f"” und fasst die Ableitungen ab f” unter dem Begriff ,hn6here Ableitungen“ zusammen.

Im Kontext von Bewegungsaufgaben ergibt die erste Ableitung einer Weg-Zeit-Funktion
s(t) die Geschwindigkeitsfunktion v mit v(t) = s'(t) und die zweite Ableitung die
Beschleunigungsfunktion a mit a(t) = v'(t) = s"(t).

Es gelten folgende Ableitungsregeln:

Potenzregel: f(x)=x" = f'(x)=n-x""1mitn € N*
fX)=x" = fx)=-n-x""TmitneN*; Fx° =0

Regel von der konstanten Funktion: f(x)=k = f'(x)=0mitk € R
Summen-/Differenzregel: (f;(x) + f5(x))’ =f;'(X) £ f,'(X)

Regel vom konstanten Faktor: (k-f(x))' = k-f'(x) mitk € R

52 Zusammenfassung
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ﬁermischte Aufgaben zur Vorbereitung auf die Reifepriifung

2.77

a) Im Dezember 2018 wurden

von der Messstation am
Hafen in Bregenz vom
~Hydographischen Dienst*
folgende Tagesmittelwerte
Uber den Pegelstand des
Bodensees gemessen
(392,24 m U.A.)

Tag 1 2 8 4 5 6 7 8 9 10 | 11

cm | 277 | 276 | 278 | 283 | 288 | 290 | 291 | 291 | 292 | 294 | 296

Tag | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22

cm | 297 | 298 | 298 | 298 | 297 | 296 | 296 | 296 | 295 | 294 | 295

Tag | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31
cm | 298 | 306 | 315 | 316 | 316 | 315 | 314 | 313 | 312

Quelle: https://vowis.vorarlberg.at/images/see/archiv/SeeWasserstand/Tabelle/2018%20
See%20Wasserstand%20Tagesmittel.pdf, 30.1.19

Berechne die mittlere Anderungsrate der Tagesmittelwerte in den Intervallen
[4; 31], [1; 16]; [16; 31], vergleiche sie und interpretiere die Ergebnisse! AN [1.3]

b) Die nachfolgende Abbildung zeigt die Wasserstandsbewegung von 1864 bis 2017:

PEGELSTATION BREGENZ - BODENSEE

N
Ve 1b
\mjw* Wasserstandsbewegung von 1864 - 2017 (154 Jahre)

www.vorarlberg.at/seewasserstand

Pegelnullpunkt: 392,14 m. il. Adria

e Maximum

e Minimum
= Mittelwert
——Jahr 2018

Wasserstandshéhe W in cm

Janner  Februar Marz April Mai Juni Juli August  September  Oktober  November ~Dezember

Beisplel zur Ermittiung der Absoluthohe:
Adria

ger o vorariberg alseewasserstand

Quelle: https://vowis.vorarlberg.at/images/see/archiv/SeeWasserstand/2018%20See%20
Jahresganglinie.pdf, 30.1.19

Beschreibe den Verlauf der Werte aus dem Jahr 2018 (rot) und vergleiche ihn mit
der Darstellung des Graphen fir den Mittelwert (griin)!

Erlautere mogliche Grunde fur die maximalen Werte zwischen Mai und
September der letzten 154 Jahre! FA 11.7]

Vermischte Aufgaben
© www.hpt.at | Mathematik fir AHS 7

53



Grundlagen der Differenzialrechnung

2,77 (Fortsetzung)

c) Der Rhein gilt als wichtigster Zufluss fur den Bodensee und tragt damit fur den
Pegelstand des Bodensees eine hohe Mitverantwortlichkeit. Der Graph stellt den
Wasserzufluss des Rheins in m® iber 24 Stunden dar (gemessen in Lustenau in
Vorarlberg).

" VI#) in m3/s

N\

t in Stunden
B 0 2 % %

0 IR
X X2 X3

Quelle: https://www.bodenseee.net/pegel/, 30.1.19

Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an! FA |1.7] AN |1.2]1.3]

Die mittlere Anderungsrate von f an der Stelle X, ist negativ.

Der Differenzenquotient von fim Intervall [xy; X5] ist grofRer als der
Differenzialquotient an der Stelle x;.

Die momentane Anderungsrate an der Stelle x, ist kleiner als f'(x,).

f(x,) - f(xq)
Xy = Xq

>0

Die Steigung der Tangente an der Stelle x, ist kleiner als die mittlere
Anderungsrate von fim Intervall [x,; X3].

Bei dem nebenstehenden Bild ist ein Tandem-
Sprung zu sehen, bei dem sich zwei Personen
gemeinsam an einem Seil befestigt von einer Briicke
in die Tiefe fallen lassen.

2.78

Die HO6he der Briicke Uber der Wasseroberflache
betragt 43 m.

Der wahrend des freien Falls zurlickgelegte Weg
wird durch die Funktion s mit

sty =512

mit der Zeit t in Sekunden und der
Erdbeschleunigung g = 10 m/s2 beschrieben.

a) Berechne die Dauer des freien Falls, bis die Personen die Flussoberflache unter
der Brlicke beruhren wurden!

54 Vermischte Aufgaben
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2.78 (Fortsetzung)

b) Bestimme die mittlere Geschwindigkeit der fallenden Korper im Zeitintervall
[0; 0,5], [0; 4] und [1; 2]!

¢) Berechne die momentane Geschwindigkeit der fallenden Korper jeweils zum
Zeitpunktt=1sundt=2s!

d) Vervollstandige die Wertetabelle und stelle die beiden Graphen der Funktion s(t)
und s’'(t) im Intervall [O; 3] dar!

t 0 0,5 1 L5 2 2,5 3
s(t)
s'(t)
sit) in m, s'(H) in m/s
Hﬂ
tin's
0 05 15 25
Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an! FA 11.311.7] AN |1.3]12.1]

Nach 2 Sekunden hat das Paar im freien Fall ca. 30 m zurlckgelegt.

Die Geschwindigkeit wird kleiner, je langer der freie Fall dauert.

Das Paar bendtigt ungefahr 3 Sekunden, um die 43 m Distanz
zwischen der Bricke und der Flussoberflache zu Uberwinden.

Die mittlere Geschwindigkeit im Intervall [O; 2] ist gleich der
momentanen Geschwindigkeit zum Zeitpunktt =1 s.

Der Graph der Geschwindigkeitsfunktion s’(t) ist wahrend der gesamten
Falldauer monoton fallend.

2.79 Die Bewegung eines Korpers im freien Fall kann durch die Weg-Zeit-Funktion h mit

h(t) = 30 - 5t fiir t = O dargestellt werden.
t... Zeit in Sekunden (s), h(t) ... Hohe tber dem Grund in Meter (m)
Stelle die Funktion h grafisch dar!
Gib einen Audruck fir die mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [3; 3 + At] an!
Berechne den Betrag der momentanen Geschwindigkeit 3 Sekunden nach dem Start!
Zeichne den Graphen der Geschwindigkeitsfunktion und deute dessen Nullstelle!

FA 11.311.7] AN |1.3]2.1]

Vermischte Aufgaben 55
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Wissens-Check

Bearbeite die Aufgaben! Begriinde jeweils deine Auswahl!

Ordne den Funktionen f jeweils die richtige Gleichung von f" aus A bis F zu!

\ ffx flx
\ A
f . f
\ /,
. _/1
\ flx / Flx
/ X
f\ / 2 7o
\ /
/ \
\ / X ) P
L3 2 hoo ]: \
I \
f'(x) = x B f'(x) = 2x
C f'(x)=-2-(x-2) D f'(x)=-2
E f'(x)=2 F f'X)=2-(x+2)

Erganze die Textlicken durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so, dass
eine korrekte Aussage entsteht!

f(xo + Ax) - fi
Ist der Differenzenquotient W im Intervall [xq; X + AX] (1] ,

dann ist (2]

positiv die Sekante fallend

der Neigungswinkel der Tangente in x; gleich

negativ 90°

der Differenzialquotient f'(x,) = O

Gegeben ist die Funktion f(x) = x* + 2x°.
Kreuze die zutreffende Aussage an!

f(1)=6 f(-1)=-8 f(0)= 0
f'(1)= 16 f(-1)=-3 f(0) = -4

Wissens-Check
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v(f) in km/min

Wissens-Check

Gegeben ist der Graph der
Geschwindigkeitsfunktion v
eines Radfahrers. 1 /] N

Erganze die Textlicken
durch Ankreuzen der
jeweils richtigen Satzteile
so, dass eine korrekte
Aussage entsteht!

Der Ausdruck (1)

:J

/

h & L

P PDL O DD P D

LN W

beschreibt die 2] {n min
innerhalb der ersten Minute.

o
o
o

2 03 04 05 06 07 08 09 W12 13 16 15 16 17 18 19 21 2\2

mittlere Geschwindigkeit

momentane Geschwindigkeit

mittlere Beschleunigung

Zeichne den Graphen der Ableitungsfunktion in das Koordinatensystem ein!
\ Ay

; /
A\ /

Kreuze beide Aussagen an, bei denen die Ableitungsregeln richtig dargestellt wurden!
(&) + h(x))" =g'(x) + h'(x)
(k-s(t) = k-s'(t)
f(x) =zmitz € R, dann gilt f'(x) = 1
(k-(a(x) - b(x))" = k-a'(x) - b'(x)

r+1

x" =r-x

Kreuze jene beiden Aussagen an, bei denen richtig differenziert wurde!

(-5x2 +2)" = -10x + 2 3

(-5x% +2)" = -10x

0 +x+1) =3x2

(x°+x+ 1) =6x

(CHx+1y=6x+1

deds T ‘9|18z ‘¢ ‘9yeds ‘g ‘elIvz T (L

|87 "z pun T (9 Hays3unso ayals (g dlleZ ‘g« 'alldZ T < T (¥

a)eds g ‘9197 'T (€ dez T« cgolvzz< T(C Qv PIeZ 'z 34187 T (T
:3unso
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Anfang des 19. Jahrhunderts gelang es dem franzdsischen
Mathematiker Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857), der
Differenzialrechnung die heute ubliche Form zu geben. Er ging
vom Begriff der infinitesimalen Gréfien aus und definierte

die Ableitung als Grenzwert von Sekantensteigungen bzw.
Differenzenquotienten. Ende desselben Jahrhunderts wurde der
Grenzwertbegriff, wie er heute noch benutzt wird, vom deutschen
Mathematiker Karl Weierstrafd (1815 - 1897) formuliert.

So liefert uns die Differenzialrechnung das geeignete Werkzeug,
um Funktionsgraphen auf wichtige Stellen wie Extremwerte und _ .
Wendestellen zu untersuchen. Augustin-Louls Cauchy

3.1 Monotonie und Kriimmung einer Kurve
3.1.1 Monotonie und Extremstelle

31 flx) Gegeben ist die Funktion f: R — R.
\ * Gib ein Intervall an, in dem die Funktion
\, ) a) streng monoton fallend ist!
2 b) streng monoton steigend ist!
¢) nicht monoton ist! FA |1.5]
/ X

Y]

Wir wissen bereits von friher, dass eine reelle Funktion fin M

streng monoton steigt, streng monoton fallt, konstant ist,

wenn flr alle x4, X, € M gilt: | wenn fir alle x4, X, € M gilt: | wenn fir alle x4, X, € M gilt:
X1 <Xy = f(xq) <flXxp) X1 <Xy = flxg) > f(x)) X1 <Xy = flXg) = f(X5)

Die gegebene Funktion ist ...

a) streng monoton fallend in (-o0; -4) und in (O; o).
-4 ist eine Extremstelle, hier befindet sich ein lokales Minimum. An dieser Stelle steigt
die Funktion nicht, sie fallt auch nicht, daher zahlt man die Stelle selbst nicht zum
Bereich mit strenger Monotonie.
0 ist eine Extremstelle, hier befindet sich ein lokales Maximum. An dieser Stelle steigt die
Funktion nicht, sie fallt auch nicht, daher zahlt man die Stelle selbst nicht zum Bereich
mit strenger Monotonie.
Wenn man die Extremstellen in den beiden Bereichen dazunimmt, dann spricht man von
»monoton fallend*.

b) streng monoton steigend in (-4; 0), die Extremstellen selber zahlen nicht zum Bereich mit
strenger Monotonie. Zahlt man sie dazu, dann spricht man von ,monoton steigend”.

¢) Nicht monoton ist die Funktion zB in [-5; -2], da sich die Monotonie im Intervall andert,
zuerst ist sie fallend, dann steigend.

Die Extremstellen grenzen die Monotoniebereiche voneinander ab.
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Untersuchung von Polynomfunktionen
G.Z Gegeben ist der Graph der Funktion f.

Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an! FA 11.5] AN |1.3]

Die Funktion fist im Intervall

(X4; Xo) streng monoton fallend. fix)

Die Funktion fist im Intervall
(Xo; X5] streng monoton steigend.

Der Differenzenquotient ist im
Intervall [x,; X4] positiv.

Die Funktion f andert im Intervall
(X4; X5] zwei Mal ihre Monotonie.

Der Differenzialquotient ist an
der Stelle x5 grofRer als an der
Stelle x,,.

T T T
X Wﬂ X3 X, \/’5

3.3 Ermittle die Monotoniebereiche der Funktion f(x) = x2 = 2x? + 4 mithilfe der
1. Ableitung! AG 12.312.4| FA |1.5] AN |2.1]3.3]

Wir wahlen den Weg Uber die Differenzialrechnung, um die Monotonie einer Funktion zu
untersuchen. Da die erste Ableitung geometrisch die Steigung der Tangente an die Kurve
bedeutet, kdnnen wir jene Stellen berechnen, die eine waagrechte Tangente haben.

Es gilt dann namlich: f'(x) = 3x2-4x=0

Die Tangenten sind an den lokalen Extremstellen waagrecht zur x-Achse. So kdnnen wir
durch das Differenzieren die Grenzen der Monotoniebereiche berechnen.

3x%>-4x=0

x,=0

X+ (3x - 4) = 0 (Produkt-Null-Satz) {3X 4=0 = x.=%~13
- 4= ,=5=1,

Diese beiden x-Werte grenzen die Die Tangentensteigung ist null bei x, = O und bei
Monotoniebereiche voneinander ab. X, = %_
Wir untersuchen x-Werte mit positiven | Im Intervall (-oo; O) setzen wir einzelne x-Werte
Tangentensteigungen: ein und erkennen, dass die Tangentensteigungen
x<0undx < % = x<0 positiv sind. Zum Extremwert bei x = O werden

4 4 sie aber immer kleiner, dh, die Funktion fist hier
x>0undx>3 = x>3 streng monoton steigend und nahert sich einem

lokalen Extremwert (Maximum).
Im Intervall (%; oo) ist die Funktion nach dem
Minimum ebenfalls streng monoton steigend.

Wir untersuchen x-Werte mit Im Intervall (O; %) setzen wir einzelne x-Werte ein
negativen Tangfntenste|gungen: und erkennen, dass die Tangentensteigungen
x < 0undx > 3, dh keine Losung negativ sind, dh, die Funktion f fallt zwischen

den beiden Extremstellen streng monoton ab zu

4 4
Xx>0undx<z =>0<x<+3 ) .
3 3 einem lokalen Minimum.

In R ist die Funktion fin (-o0; 0) U (1,3; o) streng monoton steigend und in (0; 1,3) streng
monoton fallend.
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Gegeben ist eine reelle Funktion f mit f: D — R und eine Teilmenge M von D.

Die reelle Funktion fist in M

streng monoton steigend,

streng monoton fallend,

konstant,

wenn fir alle x4, X, € M gilt:
f'(x) > 0 VX € [Xq; X5]

wenn fir alle x4, X, € M gilt:
f'(x) < 0 VX € [Xq; X5]

wenn flr alle x4, X, € M gilt:
f'(x) = 0 VX € [xq; X,]

monoton steigend,

monoton fallend,

wenn fir alle x4, X, € M gilt:

wenn fur alle x4, X, € M gilt:
f'(x) < 0 Vx € [xq; X5]

Gegeben ist die Funktion f(x) = 0,8x> - 5,4x.

a) Gib Stellen an, an der die Funktion keine Steigung hat!
b) Nenne zwei Intervalle, in denen die Funktion f(x) streng monoton steigt!
c) Gib zwei Intervalle an, in denen die Funktion f(x) streng monoton fallt!
d) Begrinde, warum die Steigung an der Stelle x = 0 am kleinsten ist!
AG 12.3| FA |1.5] AN |2.1]3.3]

f'(x) = 0 Vx € [xq; X5]
¢

ts.s

Gegeben ist die quadratische Funktion f(x).

Ermittle die Koordinaten des Scheitelpunkts!

Gib jeweils ein Intervall an, in dem die Funktion streng monoton fallt, streng
monoton steigt oder nicht monoton ist! FA 11.5] AN |2.113.3]

a) f(x) = (x + 2) b) f(x)=(x + 1)° - 4 c) fix)=x>-6

d) f(x)=(x - 1)? e) fix)=-(x +3)° +2 f) f(x)= -% (x - 2)°
e.s Gegeben ist die Funktion f(x) = (x - 3)> + 1.

Lose die folgenden Teilaufgaben mithilfe der Differenzialrechnung!

a) Bestimme den Scheitelpunkt!
b) Gib ein Intervall an, in dem die Funktion f streng monoton wachst!
¢) Ermittle ein Intervall, in dem die Funktion f streng monoton fallt!
FA |1.5] AN |2.1]3.3]

3.7 Ermittle die Monotoniebereiche der Funktion f mithilfe der Ableitung]!
FA |1.5] AN |2.1]3.3]
a) f(x)=x2+x—1 b) f(x)=x3—3x—2
c) fx)=-x"+2x%+ 1 d) fx) = 3x* +x°
3.8 Skizziere einen méglichen Funktions- flx)

graphen mit den folgenden Eigenschaften

in das Koordinatensystem:
fist fur x < O streng monoton steigend.

Der Punkt (0] 4) ist ein lokaler Extremwert.

fistim Intervall (O; %) streng monoton fallend.

fistfar x > g streng monoton steigend. R
f hat eine Nullstelle bei 2.

FA 11.5] AN [2.1]3.3]
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3.1.2 Kriimmungsverhalten und Wendestelle

Neben der Monotonie ist auch das Krimmungsverhalten wesentlich fir den Verlauf des
Funktionsgraphen.

3.9  Ermittle die Krimmungsbereiche der Funktion f(x) = x° - 3x> + 2x mithilfe der
Differenzialrechnung! AG |12.3] FA |1.5] AN |2.1]3.3]

Eine Kurve kruimmt sich, wenn die Steigungen der Kurve mit wachsendem x laufend ab- bzw.
zunehmen. Wir skizzieren die gegebene Funktion:

Wie andern sich die Tangentensteigungen?

fx) Vom Beginn der Kurve bis zur 1. lokalen
. / Extremstelle (x = 0,4) sind die Tangenten-
steigungen positiv, nehmen aber allmahlich
bis zu null ab.

)
n

Nach der Extremstelle nehmen die
Tangentensteigungen mit wachsendem x
weiter ab, sie werden negativ.

Ab x = 1 ist keine Abnahme mehr zu
erkennen, die Tangentensteigungen sind
negativ, beginnen aber allmahlich gréfier

\c‘
©

zu werden.
/ » Bei ca. 1,7 sind sie wieder null, werden

anschlieend positiv und steigen weiterhin
immer starker an.

An dem Graphen erkennt man 2 Bereiche mit unterschiedlicher Krimmung.

Nehmen die Tangentensteigungen mit wachsendem x zu, dann liegt eine positive Krimmung
vor. (Man nennt die Kurve auch linksgekrimmt oder konvex bzw. im Anwendungsbereich
spricht man auch von progressiver Krimmung.) Merkhilfe: ©

Nehmen die Tangentensteigungen ab, dann liegt eine negative Krimmung vor. (Sie heifdt
auch rechtsgekrimmt, konkav oder degressiv.) Merkhilfe: ®

Der Punkt auf der Kurve, bei dem sich das Krimmungsverhalten andert, heift Wendepunkt.
Er liegt hier an der Stelle x = 1. Der Wendepunkt grenzt also den Bereich mit positiver von
jenem mit negativer Krimmung ab.

Wie kdnnen wir mittels Differenzialrechnung diese Bereiche bestimmen?
Die Steigung der Tangente wird durch die 1. Ableitung berechnet.
Die Anderung der Steigung mussen wir daher mit der 2. Ableitung berechnen:

f'(x) = 3x? - 6x + 2, f"(x) = 6X - 6.
Wenn wir f”(x) = 0 setzen, dann erhalten wir jene Stellen, an denen die Funktion keine

Krimmung hat. Das sind die gesuchten Wendestellen, die Begrenzungen der Bereiche mit
unterschiedlichem Krimmungsverhalten.

6x-6=0
6x=06
x=1

Bei x = 1 befindet sich eine Wendestelle.

Wir schauen uns das Krimmungsverhalten vor und nach der Wendestelle genauer an:

f"(-1)=6-(-1)-6=-12 Im Intervall [-1; 1) sind die Funktionswerte der

f"(0) = -6 zweiten Ableitung negativ, dh, die Funktion fist

f"(0,5)=6-0,5-6=-3 in diesem Bereich negativ gekrimmt (rechtsgekrimmt).
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f(1,5)=6-1,5-6=3 Im Intervall (1; 3] sind die Funktionswerte der
f(2)=6-2-6=6 zweiten Ableitung positiv, dh, die Funktion fist in
f"38)=6-3-6=12 diesem Bereich positiv gekriimmt (linksgekrimmt).

Die Wendestelle erfiillt die Bedingung: f"(x) =0

Die Wendestellen begrenzen die Bereiche mit unterschiedlichem Krimmungsverhalten:
f"(x) > O ... positive Krimmung; f"(x) < 0 ... negative Krimmung

In R ist die Funktion fin (-o; 1) negativ gekrimmt und in (1; ) positiv gekrimmt.

ci.lo Al [ Gib an, wo die zum Ursprung
“ / punktsymmetrische Funktion f
\ ’ a) positiv gekrimmt ist!
N\ / b) negativ gekrimmt ist!
5 5 I d ¢) weder positiv noch negativ gekrummt
1N ist! FA |1.5]
/ AN
/

M@ 3.11  Gegeben ist der Graph der Funktion f.

Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen zum Krimmungsverhalten an! AN |3.2]
Aflx)
\
\
\
f ™~ \
\ \
\
X
BI7 % -5 -4 3 10 y 1
l"1 2 2 3 | M X5
¥ 1
" % f"(x) >0
f"(x5) > 0 f"(x3) >0 VX € [Xy; Xl n
f'(x) <0 Moy ) =
VX € [Xq; Xo] flx) =0
ﬁ.u Berechne die Krimmung der Funktion f an der Stelle x,! AN [2.113.3]
a) f(x) = x> - 7x? +1x1 2 b) f(x) = (x+3)3x1——4
c) f(x)=-3x - 2x% x, = -3 d) f(x) = 3x* + 2x% x, = 3
e) f(x)=0,5x3—x2,x1=% f) f(x)—x -2x+ 1,x1——%

3.13 Beschreibe das Krimmungsverhalten der Funktion f!

Berechne die Wendestellen und die Wendepunkte! FA |1.5| AN |2.1]13.3]
a) f(x)= 2x° - 4x b) f(x)= 6x +x2-2
1 5 1 1
c) f(x) = -3x* + 15x° d) f(x) = 15x" - gx° - x°
62 Monotonie und Krimmung

© www.hpt.at | Mathematik fir AHS 7



Untersuchung von Polynomfunktionen

3.2 Charakteristische Kurvenpunkte
3.2.1 Lokale Extrempunkte

@3.14 Gegeben ist die Funktion f(x) = 2x3 - 5x? - 4x - 2.

a) Berechne die Extremstellen der Funktion!
b) Bestimme grafisch mithilfe von Technologieeinsatz die Hoch- und Tiefpunkte!
Unterscheide Hoch- und Tiefpunkt anhand der Krimmung der Kurve!
AG 12.3] AN |2.113.1]3.3]

Um das Beispiel rechnerisch |6sen zu kdbnnen, mussen wir die Bedingungen kennen, die fur
lokale Extremstellen gultig sind.

Lokale Extrema an einer Stelle p haben - wie von friiher schon bekannt - die héchsten bzw.
tiefsten Funktionswerte in einer gewissen Umgebung von p.

Daher ist die notwendige Bedingung, dass die Tangentensteigung an der Extremstelle p null
sein muss. f'(p)=0

Notwendig heifdt, wir wissen, dass ein lokaler Extremwert vorliegt, aber nicht jede Stelle mit
der ersten Ableitung null ist ein Extremwert.

Daher muss die hinreichende Bedingung fur eine lokale Extremstelle noch angefugt
werden: Eine mindestens 2-mal differenzierbare Funktion hat mit Sicherheit einen lokalen
Extremwert an der Stelle p, wenn die 2. Ableitung an dieser Stelle nicht null ist (also eine
Krimmung vorliegt!), dh f"(p) # 0.

Ist f"(p) < O (= negativ gekriimmt), so liegt ein lokales Maximum (ein Hochpunkt) vor.
Ist f"(p) > O (= positiv gekrimmt), so liegt ein lokales Minimum (ein Tiefpunkt) vor.

Mit diesen Kenntnissen ausgestattet kdnnen wir die Aufgabe nun I6sen.

a) f'(x)=6x>-10x - 4 b) Aflx !
f(x)=0 = 6x>-10x-4=0 /
Wir verwenden die groRe Losungsformel: | x
—— -15 41 -05 0 05 15 25 35
_ -b+Vb®-4ac p |
X102 2a /"
_10+1/100 - 4-6-(-4) A \
X1.2= 2 1N /
_ 10 +V100 + 96 / 1\ &/
X1,2 = 12 / \
10 + 14 10 + 14 i \
le 2 = 12 Xl = 12 = 2 Y >
woolo-14_ 4 _ 1 | .
27712 T 12773
o Wie aus der Darstellung entnommen
Punkte vervollstandigen: werden kann, liegt der Hochpunkt bei
fix) = f(2)1= -1‘;5:> E1(2|114)35 E2(—% | —%) und der Tiefpunkt bei
f(x2) =f(-§) =-7 = E2(‘§|‘E) E,(2]-14).

¢) Die Entscheidung mithilfe der Differenzialrechnung:
f"(x) =12x - 10 = f"(2) =14 > 0 — An der Stelle 2 befindet sich der Tiefpunkt.

f(-2)=-4-10=-14 <0 — Ander Stelle -5 liegt der Hochpunkt.

Die notwendige Bedingung flr eine lokale Extremstelle p: f'(p) =0
Die hinreichende Bedingung fur eine lokale Extremstelle p: f’(p) # O

f"(p) < O (= negativ gekrimmt) — lokales Maximum (Hochpunkt)
f"(p) > O (= positiv gekrimmt) — lokales Minimum (Tiefpunkt)
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@3.15 Berechne alle lokalen Extremstellen der Funktion f(x) = 2x3 - 4x% + 2x + 1!

@.16
w@v

G-

Gib die Koordinaten der Hoch- und Tiefpunkte an! AG |12.3| AN |2.1]13.1]3.3]

Loésung:
f'(x) = 6x° - 8x + 2
f'x)=0 = 6x>-8x+2=0
Wir erhalten: x; = %, X, =1 ... Extremstellen
f'(x) = 12x - 8
f(2)=12.12-8=-4<0 = Hochpunkt H(% |f(3))
f"(1)=12-1-8=4>0 = Tiefpunkt T(1]f(1))
Punkte vervollstandigen:

1\ _ 1)\3 1)\2 1 _ 35 1|35
f3)=2-(3) -4 (3) +2-(3)+1=-% = H(3| )
f(1)=2-1°-4-12+2-1+1=1 = T(1|1)

Berechne alle Extremstellen und gib die Koordinaten der Hoch- und Tiefpunkte an!
1 AG 12.3] AN [2.1]3.1]3.3]
b) f(x) = -3x> +4x + 2

d) f(x) = %x“ +2x3 + 4x2

a) f(x) = 2x° - 3x? - 2,25x + 3

c) f(X)=-2x-(x - 2) + 4

Ordne den Aussagen jeweils die aquivalente Schreibweise aus A bis F zu! AN 13.3]

f hat an der Stelle x, eine Extremstelle, denn A f'(x0) > 0
es gilt auch "(x) # 0. B f(xo) = O
X, ist Nullstelle der Funktion f. c f"(x0) >0
) i D f'(xg) =0
fist an der Stelle x, streng monoton steigend.
E f"(xg) <O
fistin xq linksgekrimmt. F f"(xo) = O

Gegeben ist der Graph der Ableitungsfunktion f’.

Ermittle die lokalen Extremstellen der Funktion f! AN [3.213.3]
a) b) c) d)
\ Al / \ £l £(x l flx
\ | \ |
\ o , , |
x : N
il WA \ [\
\ / \ 4\
\ /7 anr p s
\ - F \
\ \
\ |
{ 1
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3.19 Gegeben ist der Graph der ersten Ableitung einer y
Funktion f! ’

a) Bestimme die lokalen Extremstellen der I

Funktion f! 6

b) Zeichne den Graphen der Funktion f” c
naherungsweise in das Koordinatensystem ein!
Beschreibe deine Vorgehensweise! p

AN 13.113.213.3| 3 / I

3.2.2 Wendepunkt und Wendetangente

3.20 Bestimme den Wendepunkt der Funktion f(x) = x> - 6x2 + 6x + 1!
Berechne die Gleichung der Tangente t,: y = kx + d, die an diesem Punkt den
Funktionsgraphen berihrt! AG |2.2]| FA |2.3| AN |2.1]13.1|3.3]

Die Krimmung am Wendepunkt ist null. Es ist dies die notwendige Bedingung flr einen
Wendepunkt, an dem sich - wie wir bereits wissen - das Krimmungsverhalten andert.
Die Wendestelle wird mithilfe der zweiten Ableitung bestimmt:

2 \AFlx) |
f'(x)=3x" - 12x+ 6, f"(x) = 6x - 12 N ,
Wir setzen f'ix)=0 )\ f

6x-12=0 /\\ N
6x=12 = x=2 T / \ /
Wir wissen, dass an der Stelle x = 2 die Krimmung null ist. Diese 5 \ /
Bedingung ist aber nicht hinreichend. Nicht nur Wendestellen / \\_/

haben f”(x) = 0. Das sichere Kriterium, dass sich an dieser Stelle | -*
die Krimmung der Kurve andert, liefert die 3. Ableitung. Diese
darf an einer Wendestelle nicht null sein.

f"(x) # 0

Daher leiten wir nun noch einmal ab:
f"(x) = 6.

Es liegt also ein Wendepunkt an der Stelle x = 2 vor. Weil die Anderung der Krimmung
positiv ist, kdnnen wir zudem schliefen, dass die Krimmung sich von negativ zu positiv
andert.

Den Wendepunkt selbst mussen wir noch vollstandig berechnen.
x = 2 ist uns bekannt, y erhalten wir, indem wir den Punkt vervollstandigen: W(2|f(2))
f2)=2°-6:-22+6-2+1=-3 = W(2|-3)

Wir berechnen nun noch die Tangente t,,: y = kx + d
Die Steigung k wird durch f'(2) gewonnen: '(2)=3- 22.12.2+6=-6
Wir setzen den Wendepunkt ein und erhalten:

ty: -3=(-6)-2+d = d=9 = t,: y=-6x+9
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Wendepunkt und Wendetangente:

Die Funktion f: D — W mit y = f(x) hat an der Stelle p ihres Definitionsbereichs eine
Wendestelle, wenn sich an der Stelle p das Krimmungsverhalten andert. Der Punkt
P(p|f(p)) wird Wendepunkt W genannt.

Notwendige Bedingung flur Wendestellen:
Wenn p eine Wendestelle einer Funktion f ist, dann ist die Krimmung der Funktion an
dieser Stelle gleich O (kurz: p ist Wendestelle = f"(p) = 0).

Hinreichende Bedingung fiir Wendestellen:
Wenn f"(p) = 0 /\ f”(p) # 0, dann ist p eine Wendestelle.

Die Gerade, die den Graphen der Funktion f in ihrem Wendepunkt W(p | f(p)) berlihrt,
nennt sich Wendetangente t,,.

p ist auch jene Stelle, an der die Funktion f die betragsmaRig grofite Steigung aufweist.
Diese wird durch die erste Ableitung im x-Wert des Wendepunkts f'(x,,) ermittelt.

A

Beachte folgende Besonderheit:

Ein Wendepunkt, der eine waagrechte Tangente hat, bei dem |
also auch f'(p) = O erfllt ist, heifdt Sattelpunkt.

Mci.21 Gegeben ist der Graph der Funktion f.

Ordne richtig zu! FA |1.411.5]

A )
A . I3

Punkt A
Punkt B
Punkt C \
Punkt D
Punkt E

Tiefpunkt

Hochpunkt

—

Wendepunkt

\
~
.
™

Nullpunkt

S ——
7
~—

m(m| O O | W | >

Punkt F

3.22 Berechne die Wendestellen der Funktion f!
Gib die Koordinaten der Wendepunkte an!
Bestimme die zugehorige Wendetangente!
Ermittle ihre Krimmungsbereiche!
Gib an, ob Sattelpunkte vorkommen! AG [2.2]12.3] AN |2.1]3.1]3.3]

a) f(x)= %x3 -x2- %x b) f(x) = —%x“ -x3

©) f(x) = 2x* - 25x% - 3x2 + 2x d) f(x) = 0,25x* - 1,5x> - 1

Charakteristische Kurvenpunkte
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$.23 Erklare, warum Funktionen der Form f(x) = x" mitn € Ng\{O} keine Wendepunkte
haben! FA |1.5] AN |3.113.3]

Me.24 Gegeben ist der Graph der Funktion f.
\ flx)

1
\)q X) X3 1&" X5 \ X X

A =
Kreuze die beiden richtigen Aussagen an! AN 13.2]
f(xq) <O f"(xg) > 0 f'(xp) = f'(Xs) n
f'(x) =0 f"(x3) =0
M e.25 flx)
/ 3 \ Gegeben ist der Graph der Funktion f.
I \ 2 / \ Erganze die Textllicken durch Ankreuzen
f , der jeweils richtigen Satzteile so, dass
AL X x eine korrekte Aussage entsteht!
3 7 o 0 AN |3.2]3.3|
(S
An der Stelle (1] befindet sich eine Wendestelle, da an dieser Stelle
(2] gilt.
Xq fF<ONf"=0
X f"=0/\f"#0
X3 f"<O0
@_zs W |
PN 05 I
X Lies (naherungsweise) aus dem Graphen
N e 1 der Ableitungsfunktion f’ die Werte der ...
f/ \ '1 / a) lokalen Extremstellen von f,
/ \ ' / b) der Wendestellen von fab! AN [3.213.3]
/ /
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IV g 3.27

Gegeben ist der Graph der Funktion fim Intervall [-1; 1,5].
Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an! FA |1.411.5] AN 13.113.23.3]

0,5 ist sowohl eine lokale als auch eine flx)
globale Minimumstelle. ”

fist durchwegs positiv gekrimmt. /f

Im Ursprung befindet sich sowohl eine \
Extrem- als auch eine Nullstelle. T \ 5 o5 5

f'(1)=0und f"(1)=0 N

Bei x = -0,5 ist ein Tiefpunkt von f.

Von einer Polynomfunktion f ist Folgendes bekannt:

f(1)=0,f'(1)=0, f"(1) = -1.
Erganze die Textlicken durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so, dass eine
korrekte Aussage entsteht! AN 13.213.3]
Die Funktion f besitzt an der Stelle (1] sicher (2}

ein lokales Maximum

ein lokales Minimum

-1 eine Wendestelle
Ordne den Graphen der zweiten Ableitung f” jeweils die Wendestelle x,, und die
korrekte Aussage zur Krimmung der Funktion f aus A bis F zu! FA |1.4] AN |3.2]3.3]
\ A Ar
\ 8 18
f o/
\ [
X /,
2 B 0j X
\ﬂ £2 10
/
/
At drw

xy = 0,75, die Krimmung von f wechselt von negativ zu positiv.

Die Funktion f hat keinen Wendepunkt, f ist positiv gekrimmt.

Xy = -1, die Krimmung von f wechselt von positiv zu negativ.

Xy = -1, die Krimmung von f wechselt von negativ zu positiv.

Die Funktion f hat keinen Wendepunkt, f ist negativ gekrimmt.

xy = 0,75, die Krimmung von f wechselt von positiv zu negativ.

68 Charakteristische Kurvenpunkte
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Zusammenfassung von wichtigen Zusammenhangen:

Bei den grafischen Darstellungen ist es besonders wichtig, die Zusammenhange
zwischen den unterschiedlichen charakteristischen Kurvenpunkten zu kennen. In der
folgenden Tabelle ist daher noch einmal explizit dargestellt, dass die Extremstelle in
der Ableitungsfunktion zu einer Nullstelle, eine Wendestelle in der 1. Ableitung zu einer
Extremstelle und in der 2. Ableitung zu einer Nullstelle wird, etc.

f f' frr
Extremstelle Nullstelle
\ [ﬂx] l Flx]
\l . [ .
f 3 2 £
\. / N x
o 2 41 0
2 1 0
G
Wendestelle Extremstelle Nullstelle
\ A A A
I ; i
\f 1 N 1 f 1
\ \ X X N| X
B \3 BT ‘ 3 0 B2
\ | 1/, [l
A\ AL AN A
Y \ / \
Sattelstelle Null- und Extremstelle Nullstelle
|| A A | Arw
A | \,
. i 7 L
s| ] L /
\_/ . H x \N [ &
2 W0 N/ 2 1 2 11 0
) /_‘
/

3.30 Lies aus den Graphen der gegebenen Polynomfunktionen die charakteristischen
Kurvenpunkte (Nullstellen, Extrempunkte, Wendepunkte, Sattelpunkte) ab!
Skizziere jeweils die erste Ableitungsfunktion in die Grafik! FA [1.4]11.514.3] AN |3.2]3.3]

a) y b) %

6 5

5 L
5 b

3 TN\

: \

P

/ A yi 3

[ - \ ! -
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3.2.3 Anzahl der charakteristischen Punkte

@3.31 Bestimme a) Nullstellen, b) lokale Extremstellen und c¢) Wendestellen

der Funktion f(x) = x3 - 3x - 2 und gib jeweils die Anzahl der Lésungen an!
AG [2.2]2.3] FA |1.411.5|4.3|4.4] AN |2.1]13.1]3.3]

a) Wir aktivieren unser Vorwissen aus dem Kapitel ,Polynomgleichungen héheren Grads*

und interpretieren die Nullstellen als Losungen der Polynomgleichung der zugehorigen
Polynomfunktion f(x) = x> - 3x - 2.

Nullstellen sind jene Stellen, an denen die Funktion die x-Achse schneidet; der zugehorige
Funktionswert y oder f(x) ist null.

Es gilt daher: f(x)=0 = x>-3x-2=0

Bei einer Gleichung 3. Grads kdnnen wir die Losungen durch Abspalten von
Linearfaktoren gewinnen oder mithilfe von Technologieeinsatz.

ZB Geogebra: CAS-Fenster: Befehle ,Lose(Gleichung)“ oder ,NLose(Gleichung)®,
Algebra-Fenster und Eingabezeile durch ,Nullstelle(Polynom)*.

Far die Berechnung ohne Technologieeinsatz wiederholen wir die Technik des Abspaltens
eines Linearfaktors (Polynomdivision). Dazu suchen wir eine erste mégliche Losung. Wir
betrachten das sogenannte ,absolute Glied“ unserer Polynomfunktion, ndmlich -2, und
bestimmen seine méglichen Teiler: T(-2) = {1, £2}.

Wir setzen einen davon in f(x) ein, in der Erwartung, dass das Ergebnis null ist.
f(1)=1%-3.1 -2 =-4 ... keine Nullstelle
f(-1)=(-1)°-3-(-1)-2=0 = x; = -1 ... Nullstelle
Wir dividieren den Gleichungsterm durch den Linearfaktor (x + 1)
Dividend: f(x) Divisor (x - x;)

( x° -3x-2):(x+1)=x>-x-2
(-x* - x?)
- x? - 3x
+x2+ x
-2x-2
+2x+ 2
0
X>-x-2=0
1 1\2
X23=32% (E) *2
1

Xo3=%+3 = X, =2,x;3= -1 (Mehrfachlosung)

Die Nullstellen lauten also: x4 3= -1, X, = 2 (3 LOsungen)

b) Die Extremstellen berechnen wir durch f'(x) = 0: f'(x) = 3x° - 3

3x?>-3=0 | +3
3x?=3 |:3
x*=1 [V

X1 = -1, x,=1(2 Lésungen)

c) Die Wendestellen berechnen wir durch f”(x) = 0: "(x) = 6x

6x=0 = x=0 (1 Loésung)

Charakteristische Kurvenpunkte
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Zusammenhang: Grad der Funktion und besondere Stellen der Funktion
Eine Polynomfunktion n-ten Grads besitzt hdchstens

¢ n Nullstellen
e n - 1 Extremstellen
e n - 2 Wendestellen

Mit jeder Ableitung verringert sich der Grad der Polynomfunktion um 1 und daher auch
die Anzahl der maximal moglichen Extremstellen bzw. Wendestellen. Zu beachten ist, dass
auch Mehrfachlésungen vorkommen kénnen.

Me.sz Eine Polynomfunktion 4. Grads ist allgemein durch f(x) = ax* + bx® + cx? + dx + e

dargestellt.

Erganze die Textllicken durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so, dass eine
korrekte Aussage entsteht! FA |4.4]
Eine Polynomfunktion 4. Grads hat (1] (2]

hochstens 3 Nullstellen

genau 4 Extremstellen

mindestens 2 Wendestellen

£.33 Eine axialsymmetrische Polynomfunktion 4. Grads hat an der Stelle x = 1 eine lokale
Minimumstelle.

a) Bestimme eine weitere lokale Minimumstelle!

b) Erldutere anhand einer allgemeinen Funktionsgleichung die Anzahl der
moglichen Extrem- und Wendestellen!

¢) Der Graph der normierten Funktion ist um ¢ (c € R) auf der y-Achse nach oben

verschoben.
Argumentiere, welche Aussage sich zu der maximalen Anzahl der Nullstellen
tatigen lasst! FA |1.514.1|4.4|

3.34 Bestimme mit Technologieeinsatz
(1) Nullstellen,
(2) lokale Extrempunkte,
(3) Wendepunkte mit zugehoriger Wendetangente der Funktion f!

Gib jeweils die Anzahl der Losungen an! AN |2.113.113.3]
a) f(x) = -x° - 4,5x> + 2,35 b) f(x)=2x>+3x>-2
c) f(x) = 2x* - 2x° - 2x% + 8x d) fx)=(x-2)-(x - 1)-(x +2)

3.35 Zeige nachweislich mithilfe der Differenzialrechnung, dass eine Polynomfunktion
4. Grads der Form f(x) = ax* + bx> + cx? + dx + e niemals 3 Wendestellen haben
kann!

Berechne die Wendepunkte fura=2,b=-1,c=-3,d=5,e=-2!
AG |2.3] FA |1.4|1.5|4.314.4] AN |2.1|3.1]

Charakteristische Kurvenpunkte 71
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3.3 Modellieren von Polynomfunktionen

@3.36 Der Graph der Polynomfunktion f(x) = ax? - 4x + 1 hat an der Stelle 1 einen

Scheitelpunkt. Ermittle die Termdarstellung der Funktion f! AN [2.1]3.3]

Ziel ist es, die Unbekannte a zu finden und die Funktionsgleichung zu vervollstandigen. Daflr
ist es wichtig, jene Informationen aus dem Text der Aufgabenstellung zu verwenden, die uns
in Form von Bedingungen Gleichungen aufstellen lassen.

In unserem Einstiegsbeispiel verwenden wir die Information zum Scheitelpunkt in seiner
Definition als Extrempunkt. Wir denken nun ,rickwarts“ und Gberlegen uns, wie wir
Extremwerte in den vorigen (Unter-)Kapiteln bestimmt haben.

Bei den Polynomuntersuchungen haben wir f'(x) = O gesetzt, da an den Extremstellen die
Tangente keine Steigung hat.

Wir leiten daher einmal ab und erhalten f'(x) = 2ax - 4.

Nun verwenden wir die Information der Angabe: x = 1 ist eine Extremstelle. Die zugehorige
Bedingung lautet: f'(1)=0
Wir setzenein: f'(1)=2a-1-4 = 2a-4=0 = a=2

Unsere gesuchte Funktionsgleichung lautet also: f(x) = 2x% - 4x + 1
Zum Berechnen von unbekannten Koeffizienten der Polynomfunktion stellt man die aus

der Angabe gegebenen Bedingungen in Form von ,Kurzgleichungen® auf, die i.A. zu einem
Gleichungssystem (evtl. auch nur zu einer Gleichung) fihren.

@3.37 Der Graph einer Polynomfunktion 3. Grads verlauft durch die Punkte A(-2|-3) und

B(0|-1) und hat im Punkt H(-1|0) einen Hochpunkt.
Stelle die Funktionsgleichung von f auf! FA |1.5] AN |2.1]3.3]

f(x) = ax® + bx? +cx + d; f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢

Es kommen 4 Variablen (a, b, ¢, d) vor, daher bendétigen wir 4 Gleichungen.

Kurzform
1. Bedingung: Punkt A: f(-2) = -3 :g - ?é;_f)jl;-bé(c_f); +tc-(-2)+d
2. Bedingung: Punkt B: f(0) = -1 :1_:3.03+b.02+c.0+d
3. Bedingung: Punkt H: f(-1)=0 8 - :(;%)3_;2.;_1)2 +c-(-1)+d
4. Bedingung: Steigung in H: f(-1)=0 8 : gz '_(—2}))2:;:2) (-1)+c

Die 4 Bedingungen liefern ein lineares Gleichungssystem:

I: -3=-8a+4b-2c+d = I -3=-8a+4b-2c-1
II: -1 =d kann man einsetzen

N: 0= -a+ b- c+d = I 0= -a+ b- c-1
IV.: 0= 3a-2b+ ¢ = V. 0= 3a-2b+ ¢

Modellieren von Polynomfunktionen
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Variante 1: Gleichungssystem handisch losen:

.l -3=-8a+4b-2c-1 |+1 = -2=-8a+4b-2c
I: 0= -a+ b- c-1 |+1 = 1= -a+ b- ¢
ll: 0= 3a-2b+ ¢ = 0= 3a-2b+ ¢
Wir I6sen nun ein Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 3 Variablen. Ziel ist es, die

Unbekannten der Reihe nach so weit zu eliminieren, dass nur noch eine Variable tbrigbleibt,
deren Wert wir bestimmen kénnen.

Addition 2. und 3. Gleichung;: 1. Gleichung - 2-mal die 2. Gleichung;:
1=-a+ b-c }+ -2=-8a+4b-2c }_
0=3a-2b+c 2=-2a+2b-2c

1=2a- b -4=-6a+2b

Nun haben wir nur noch 2 Gleichungen ubrig und berechnen

2-mal die 1. Gleichung + 2. Gleichung, damit die Unbekannte b eliminiert werden kann:
2= 4a-2b }

-4=-6a+2b

-2=-2a = a=1

Wir setzen a = 1 in eine der vorletzten Gleichungen ein und berechnen b:

1=2-1-b = b=1

Um c zu erhalten, setzen wir sowohl a als auch b in die lll. Anfangsgleichung ein:

0=3-1-2-1+c=>c=-1

d = -1 kennen wir bereits und so kénnen wir die Funktionsgleichung aufstellen:

f)=1-x3+1.x%3+(-1)-x+(-1) = fx)=x>+x>-x-1

Variante 2: Gleichungssystem » CAS X
mit Technologieeinsatz 16sen, F(x):=a*xA3 +b*xA2 +C*x+d
zB mit Geogebra CAS. 1 (x):=a’x X o

Beachte, dass die allgemeine — f(x) = ax>+bx*+cx+d
Funktionsgleichung durch ] )
einen : definiert werden muss, f():=Ableitung(f)

und vergiss nicht auf die E — f(x) == 3a X 4+2bx4c

geschwungenen Klammern { }.

Es reicht in diesem Fall, die 3 | Lose({f(-2)=-3,f(0)=-1,f(-1)=0,f(-1)=0}{a,b,c,d})
Kurzform der Bedingungen - {{fa=1,b=1,c=—-1,d=—1}}
anzugeben.

Méglich ist es auch, die Gleichungen einzeln einzugeben und l6sen zu lassen:

] | Lose({-3=-8a+4b-2c+d, d=-1, 0=-a+b-c+d,0=3a-2b+c}{a,b,c,d}
-+ {{fa=1,b=1,c=—-1,d=—1}}

@3.38 Der Graph einer Polynomfunktion 4. Grads verlauft durch den Punkt P(—2 | —%),

hat an der Stelle x = O eine Nullstelle und im Punkt W(—3 | —%) einen Wendepunkt
mit der Steigung 9.
Ermittle die Termdarstellung der Funktion f! FA |1.5] AN [2.1]3.3]
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Losung:

f(x) = ax* + bx®> + cx*> + dx + e = 5 Variablen = 5 Gleichungen
f'(x) = 4ax> + 3bx? + 2cx + d

f"(x) = 12ax? + 6bx + 2¢

5 Bedingungen Kurzform
1. Punkt P: f(-2)=-2 | -2Z=16a-8b+4c-2d+e
2. Nullstelle: f(0)=0 O=e
3. Punkt W: f(-3)=-22 | -5=81la-27b+9c-3d+e
4. Steigung in W: f'(-3)=9 9=-108a +27b - 6¢ + d
5. Krimmung in W: f"(-3)=0 0=108a - 18b + 2¢

Lésen mit Technologieeinsatz, zB Geogebra:

1

» CAS

f(x):=a*xA4+b*xA3+C*XA2+d*x+e

= f(x) = ax*+bx®*+cx®*+dx+e

f'(x):=Ableitung(f)
- f(x) ;= 4a *+3bx*+2cx+d

f"(x):=Ableitung(f)
- f’(x) := 12a x>+6bx+2c
Lose({f(-2)=-22/3,f(0)=0,f(-3)=-63/4,f(-3)=9, f'(-3)=0}{a,b,c,d,e})

1 1 3
— {{a:ﬁ,b: E,C:—E,d:(],e:o}}

1 1.3 3.2

_ 1.4 1 3
fix) = 5X" +3x° - 5X

G

G

Stelle die Gleichung einer quadratischen Funktion f auf! FA 1.5 AN |2.1]3.3]
Der Graph von ...

a) fverlauft durch die drei Punkte A(-2]13), B(O|1) und C(2|-3).

b) f hat an der Stelle 1 eine Nullstelle und einen Scheitelpunkt mit den Koordinaten
(-114).

c) fverlauft durch den Punkt A(2|1). Die Tangente, die im Punkt B(1|4) an den
Graphen gelegt wird, ist durch die explizite Form y = -4x + 8 gegeben.

d) f hat die Nullstelle N(-4]0). Eine Gerade an den Graphen im Punkt N schliefit
mit der Funktion einen Winkel von 75,964° ein. An der Stelle -2 befindet sich ein
lokales Maximum.

Stelle die Gleichung einer kubischen Funktion f auf! FA |1.5] AN |2.1]3.3]
Der Graph von ...

3|45 . 9
a) fhat den Hochpunkt H(2|%2) und den Tiefpunkt T(3|2).

b) fhatim Ursprung einen Wendepunkt. Die zugehdrige Wendetangente schliefit
mit der positiven x-Achse einen Winkel von 135° ein. An der Stelle x = 1 liegt ein
lokales Minimum vor.

¢) fist punktsymmetrisch zum Ursprung, verlauft durch den Punkt R(-3|3) und hat

in T(2 | —%) einen Tiefpunkt.

d) fgeht durch den Punkt P(-2|-12), in dem die Steigung der Funktion 1 betragt,
und hat den Wendepunkt W(4 | -18).
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M@Al ,Der Graph einer Polynomfunktion 4. Grads ist symmetrisch zur y-Achse und verlauft
durch den Punkt A(O|3) und den Wendepunkt W(-1|0,5).”

Kreuze jene Abfolge von Bedingungen an, die zur obigen Beschreibung passt!
FA |1.5] AN |2.1]3.3]

f(3)=0,f(0,5)=-1,f"(-1)=0
f(0)=3,f'(-1)=0, f"(-1) =
) =
)=

0)=3,f(0,5) =-1,f(-1)=0
,f(-1)=0,5,f"(-1)=0

f'(0) =3, f(0,5) = -1,f"(-1)=0,5

f(3)=0,f(-1)=0,5, f"(-1) =

f(
f(O

3.42  Stelle durch Ablesen der notwendigen Bedingungen aus der Grafik die Gleichung der

Funktion 4. Grads auf! FA |1.411.514.3] AN |2.1|3.3]
a) Flx) b) A

& / 2

)|/ ‘

2 / \f f ,

/

3.43 Die Bergkette der 3 145 m
hohen Dreischusterspitze
in den Sextner-Dolomiten
in SUdtirol kann stark
vereinfacht durch den
Graphen einer quadratischen
Funktion angenahert werden.
Modelliere mithilfe der drei
Punkte C(-1 000|2 500),
D(0|3 145), E(2 000|2 100)
und mithilfe von Technologie-
einsatz eine passende
Funktionsgleichung!

FA |1.7] AN |2.1]3.3]

R
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3.4 Anwendungen der Kurvenuntersuchung
3.4.1 Anwendungen in der Wirtschaft

Die wichtigsten 6konomischen Funktionen beschreiben die Gesamtkosten K einer
Produktion, den Erlés E, den Gewinn G, die Grenzkosten K’, die Durchschnittskosten K und
den (Verkaufs-)Preis pro Mengeneinheit p.

Sie alle hangen von einer Variablen ab, namlich von x, das ist die Produktionsmenge, die in
den hier verwendeten Modellen auch gleichzeitig die Verkaufsmenge ist.

Der Zusammenhang dieser Funktionen:
E() = p(x) - x; K(x) = 00,

__X'

G(x) = E(x) - K(x)

@3.44 Der Verkaufspreis einer Ware in Abhangigkeit von der Verkaufsmenge kann durch
die Funktion p beschrieben werden:
p(x) = -0,1x° + 2x + 1 249
X ... Verkaufsmenge in Mengeneinheiten (ME)
p(x) ... Preis pro Mengeneinheit in Geldeinheiten pro ME (GE/ME)

Berechne den maximalen Erlés E ! AG |2.3| FA [1.4]1.5|1.7]4.3] AN |2.1]3.3]

Es soll hier die Erlésfunktion untersucht werden.
Daher stellen wir sie auf und benutzen hierzu die Beziehung E(x) = p(X) - X

Es ergibt sich:
E(x) = -0,1x> + 2x? + 1 249x

Wir kdnnen jetzt die Kurve zeichnen. Auch wenn es Elx) in GE

000 ~

nicht ausdricklich in der Aufgabenstellung verlangt 60060 / \
wird, so ist eine grafische Darstellung immer sehr /

zu empfehlen. b /

Von dieser Funktion ist der Hochpunkt gesucht. |/

Wir bilden die erste Ableitung:
E'(x) = -0,3x? + 4x + 1 249

Die Ableitungsfunktion wird null gesetzt:

~0,3x% +4x+1249=0
Mit der grofsen Losungsformel fir quadratische Gleichungen oder mithilfe von einem
Gleichungsléser erhalten wir:

| x T

\in ME
0

x=71534... =~ 71,53 ME
Die 2. Ableitung: E"(x) = -0,6x + 4 soll das Maximum bestatigen.
Die Losung einsetzen: E"(71,53) < 0, bestatigt das Maximum
Die Lésung wird nun noch in die Erldsfunktion E eingesetzt:
E(71,534..)=-0,1-71,534..3+2.71,534..2 + 1 249 -71,534...

Maximaler Erlos: E, .. =62 975,44 GE

max

@.45 Eine bestimmte Kaffeemaschine wird derzeit im Handel um 450 € verkauft.
Die Kosten fur die Produktion der Kaffeemaschine werden durch die Funktion
K(x) = x3 - 23x2 + 200x + 1 000 beschrieben.
X ... Produktionsmenge in Mengeneinheiten (ME)
K(x) gesamte Kosten der Produktion von x ME in Geldeinheiten (GE)
Berechne den maximalen Gewinn! AG |2.3| FA |1.411.511.714.3] AN |2.1]3.3]

Anwendungen der Kurvenuntersuchung
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@.46 Der Erlos in Geldeinheiten (GE) eines Produkts in Abhangigkeit von der
Verkaufsmenge in Stick kann durch die Funktion E beschrieben werden:

E(x) = -0,4x> - 4x° + 850x
Elx) in|GE

1t
uuuuu

P ™\

12000 \
/ N

/

10000
10000 / \
8000

8

x\in ME
15 20 2 30 3 40

0 0

Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an! FA |1.411.511.714.3| AN [2.1]3.4]

Bei einer Produktion von ca. 24 ME wird ein maximaler Erlos erzielt.

Fur den Verkaufspreis p gilt: p(x) = -1,2x% - 8x + 850.

Der Verkaufspreis vergroflert sich mit steigender Verkaufsmenge.

Der Erl6s verringert sich mit steigender Verkaufsmenge.

Fur den Verkauf von 15 ME wird der gleiche Erlds erwartet wie fur
35 ME.

3.47 Die Kostenfunktion bei der Erzeugung eines bestimmten Produkts kann mit der
Polynomfunktion 3. Grads beschrieben werden:
K(x) = 0,4x> - 1,2x% + 30x + 600.
X ... Produktionsmenge in Mengeneinheiten (ME)
K(x) ... gesamte Kosten der Produktion von x ME in Geldeinheiten (GE)
Berechne die minimalen Durchschnittskosten K,;,! FA11.4|1.511.7] AN |2.113.3|

@.48 Ein Mdbelhaus kauft von einer Produktions-
statte im Ausland pro Jahr etwa 30 000
TUren fur Kleiderschranke um je 45 €.
Es fallen Transportkosten von 90 € pro
Lieferung an.
Es erfolgen gleichmaRig uber das Jahr
verteilt n Lieferungen zu je x Stuck.
Die letzte Lieferung muss zwischengelagert

werden.

Dafur sind 1,20 € je Stuck zusatzlich zu

bezahlen.

Berechne die Anzahl n der Lieferungen, die das Mdbelhaus veranlassen muss, damit
die Gesamtkosten K moglichst gering bleiben! FA 11.411.5|1.711.8] AN |2.1]3.3]
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3.4.2 Anwendung bei Bewegungsaufgaben

Weg s, Geschwindigkeit v und Beschleunigung a einer Bewegung hangen von der Variablen t
ab und stehen miteinander im Zusammenhang;:

v(t) =s'(t); a(t)=v'(t)=s"(t)
Es sind hier die internationalen Einheiten (Sl) zu beachten: m/s fir v, m/s2 fura
In der Praxis kommen km/h und km/h2 haufig vor.

M 3.49 Die Weg-Zeit-Funktion eines Rennautos auf einer Test-Rundfahrt kann annahernd
Typ 2 durch die Funktion s beschrieben werden

_ 3 2 L.
s(t) = 12000 000 28 T 25t°firost=<84

t...Zeitins; s(t) ... zurickgelegter Weg in m nach tin s.

a) Berechne, wann das Auto mit hochster Geschwindigkeit fahrt!
b) Berechne die momentane Geschwindigkeit zu diesem Zeitpunkt in km/h!

c) Berechne, mit welcher Beschleunigung das Auto startet!
AG |2.3] FA |1.4|1.5|1.7]14.3] AN |1.3]12.113.1|13.3]

a) Zunachst erstellt man die Ableitungsfunktionen:
Y 3t . C o 32 3t
v(t)=s'(t) = 3550 — 38 * Ot a(t)=s"(t) =355 ~ 12+ D
Nun soll die Extremstelle der Geschwindigkeitsfunktion berechnet werden:
v'(t) = 0 bedeutet s"(t) = O

2
33g00 - % +5=0 = t; =26,05...; (t, =223,95 ... nicht relevant, da > 84)

S"(t) = 565 - = $"(26,047...) = -0,169 < 0 ... Maximum

Die hochste Geschwindigkeit erreicht das Auto ca. 26 Sekunden nach dem Start.
b) v(26,047...) =62,593... m/s = 225,34 km/h

Die héchste Geschwindigkeit betragt auf dieser Runde ca. 225,34 km/h.
c) a(t)=s"(t) = a(0)=5

Zu Beginn betragt die Beschleunigung des Autos 5 m/s2.

3.50 Die Weg-Zeit-Funktion einer Schwimmerin beim Training in einem Becken kann
naherungsweise mit der Funktion s beschrieben werden:
s(t) = 0,003t* - 0,12t + 1,2t* mit 0 < t < 20
t... Zeitins; s(t) ... Weg in m zum Zeitpunkt t

a) Berechne und interpretiere die Nullstellen von s!
b) Berechne den Zeitpunkt, wann die Schwimmerin in diesem Zeitintervall die
héchste Geschwindigkeit hat!
¢) Berechne die momentane Beschleunigung in der 10. Sekunde!
AG |12.3| FA |1.4|1.5|1.714.3| AN [1.3]12.1]13.1|3.3|

3.51 Die Weg-Zeit-Funktion eines Laufers auf seiner Laufrunde kann mit der Funktion s
modelliert werden:
s(t) = -20t° + 140’ mit 0 < t < 7
t... Zeitin min; s(t) ... zurickgelegter Weg in m zum Zeitpunkt t
a) Berechne die hochste erreichte Geschwindigkeit in dem gegebenen Intervall!
b) Berechne die momentane Beschleunigung zu Beginn des Trainingslaufs!
c) Ermittle den Zeitpunkt, zu dem die Beschleunigung -160 m/min“ betragt!

Interpretiere das negative Vorzeichen im Sachzusammenhang]!
AG 12.2| FA |1.4]11.5|1.714.3] AN |1.3]2.1|13.1|3.3]
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@.4.3 Extremwertaufgaben

Bei Extremwertaufgaben stehen hauptsachlich Situationen im Mittelpunkt, bei denen
Prozesse optimiert werden sollen, dh méglichst geringer Materialaufwand, Energiekosten,
maximale Leistung, Kraft usw. Man nennt sie deshalb auch Optimierungsaufgaben.

Wie der Name schon verrat, werden Extremwerte mithilfe der 1. Ableitung ermittelt. Bei den
Extremwertaufgaben behandeln wir einerseits Aufgaben, bei denen von vorneherein nur eine
Variable vorkommt, oder es handelt sich um Aufgaben mit zwei oder mehreren Variablen,

die man zuerst durch Nebenbedingungen auf eine Gleichung mit einer Variablen umformen
muss.

Es ist sinnvoll, wenn du beim Lésen von Extremwertaufgaben eine strikte Reihenfolge
einhaltst:

Fertige eine Skizze an!

Stelle die Hauptbedingung in Form einer Zielfunktion auf (was soll optimiert werden?)!
Formuliere eine Nebenbedingung!

Setze die umgeformte Nebenbedingung in die Zielfunktion ein, so dass diese nur

eine Variable enthalt!

Bestimme die 1. Ableitung der Zielfunktion!

Setze die 1. Ableitung null und berechne den Extremwert!

Uberpriife mit der 2. Ableitung, ob tatsachlich ein Minimum/Maximum vorliegt!
Berechne alle weiteren Grof3en!

PobdpE

0N O

@3.52 Eine rechteckige Tischplatte hat einen Umfang von 448 cm.
Berechne ihre Lange und Breite so, dass der Flacheninhalt maximal wird!
AG [2.2] FA |1.4]1.5]1.8] AN |2.1]3.4]

In der Geometrie hat man es meistens mit zwei oder mehreren Variablen zu tun. Die
Nebenbedingung findet man im Allgemeinen tber die Formeln der elementaren Geometrie.

Als Erstes fragen wir: Was wird gesucht? Hinweise dazu geben meistens die Worte
maximal/minimal, am groten/kleinsten, moglichst viel/wenig usw.

In unserem Fall: Der Flacheninhalt (eines Rechtecks) soll maximal werden. Daher wird der
Flacheninhalt die Hauptbedingung liefern und der Umfang (direkte Angabe) wird unsere
Nebenbedingung sein.

1. Wir beginnen mit der Skizze:

2. Zielfunktion: A(a, b)=a-b — Maximum

Wie man sieht, ist die Zielfunktion von zwei Variablen abhangig, ndmlich von a und b. Wir
werden mithilfe der Nebenbedingung eine Umformung anstreben, sodass nur noch eine
Variable Ubrigbleibt. Da beide Variablen gleichwertig sind, bleibt es deinen persdnlichen
Vorlieben Uberlassen, welche Variable du im ndchsten Schritt eliminierst.

3. Nebenbedingung aufstellen und umformen:

U@, b)=2-(a+b) = 448=2-(a+ b) [:2
224=a+b | -b
a=224-b

b Du héattest hier auch nach b umformen konnen.
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7 4. Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen (Elimination der zweiten Variablen):

A(b) = (224 - b) -b ot Alb)

Wie du siehst, enthalt unsere Funktion nun nur Prig

noch die Variable b, die Funktion A ist also von b 2000 7 ‘\

abhangig. 10000

Beachte hier die Schreibweise A(b) statt A(a, b)!

Die grafische Darstellung Iasst bereits erkennen, /

wo der Extremwert liegt. 6060 \

\

5. 1. Ableitung: \

A(b) = (224 - b)- b = 224b - b? 20 \b

A'(b) = 224 - 2b 0] 20 40 60 8 10 120 140 160 %0 200 220
6. 1. Ableitung = O und Berechnung des Extremwerts:

A'(b)=0 = 224 -2b=0 | +2b

224 =2p [:2
b=112cm

7. 2. Ableitung:

A’(b) = -2 <0 = Maximum erfillt

8. Alle weiteren GrofRen berechnen:

224 -b=a = a=224-112 = a=112cm
A=a-b = A=112-112 = 12 544 cm?

Eine rechteckige Tischplatte hat also dann den grotmaoéglichen Flacheninhalt bei
gegebenem Umfang von 448 cm, wenn sie quadratisch mit einer Seitenlange von 112 cm
ist.

3.53 Eine Firma stellt Glasvasen in der Form von Zylinder mit einem Fassungsvermdgen

von 3 ¢ her.
Berechne seine Abmessungen so, dass bei der Herstellung méglichst wenig Material
verbraucht wird! FA 11.411.711.8| AN |2.1]3.4|

@.54 Das Volumen einer handelsliblichen Konservendose fasst 0,45 €. Da bei der
Produktion Boden, Deckel und der Mantel miteinander verbunden werden, muss fur

den sogenannten Falz mehr Material einkalkuliert werden. In der Hbhe kommt daher

1 cm dazu und im Durchmesser 1,5 cm.

Berechne jene Abmessungen, die den geringsten Materialverbrauch bei der

Herstellung garantieren! FA 11.411.711.8] AN [2.1]3.4]

@3.55 Ein runder Spiegel mit dem Durchmesser d = 1,5 m ist beim Transport beschadigt
worden. Um ihn dennoch verkaufen zu kdnnen, wird sein Design verandert und
eine moglichst grofle rechteckige Flache ausgeschnitten.
Ermittle die MaRe der rechteckigen Spiegelflache! k

FA |1.411.7|11.8| AN |2.1]3.4]

Losung mithilfe des Satzes von Pythagoras: N 5
1. Skizze: B
2. Hauptbedingung: A(a, b)=a-b — Maximum

80 Anwendungen der Kurvenuntersuchung
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3. Nebenbedingung:

Wir mussen nun eine Formel fur die Nebenbedingung finden, die den Durchmesser
des Kreises enthalt. Wie aus der Skizze zu entnehmen ist, entsteht ein rechtwinkeliges
Dreieck mit der Hypotenuse d und den Katheten a und b.

Dementsprechend ergibt sich als Nebenbedingung;:

d’=a’+b’> = d°-a’=b*> = b=Vd*-a?
4. Nebenbedingung in die Hauptfunktion einsetzen:

A@ =a-Vd?-a%=a-\1,52 - a

5. 1. Ableitung: i, A%a) _

In diesem Fall ist es sinnvoller, A(a) zu quadrieren. 12 ff:

Der lokale Extremwert andert sich dadurch nicht. 1 4 Ez\

Wir nennen die neue Hauptfunktion & Aa/ \

fla) = A%(@) = a*- (d” - a°) 1/ fhta)

=a2.(1,5° - a%) = 2,255° - a* DY
f'(a) = 4,5a - 4a° i a
0 02 04 06 08 12 16 16

6. 1. Ableitung = O und Berechnung des Extremwerts: “

45a-4a°=0 = a,=0m, a,= - 2% ~ 1,06 m, a5 = “22 ~ 1,06 m

(Die Langen O und -1,06 werden ausgeschlossen, da sie in der Realitat nicht
vorkommen.)

7. 2. Ableitung:
Fla) = 4,5 - 12a% £/ V25 ] = a5 - 12
— Maximum erfullt

2
5P g o

8. Alle weiteren Groflen berechnen:
2
b=\15%- (@) =1,06m

@.56 Einer Halbkugel mit dem Radius R = 2 dm ist jener
volumsgrofite Drehkegel so einzuschreiben, dass dessen ;

Spitze im Mittelpunkt der Halbkugel liegt. h %

Berechne das Volumen des Kegels! Fa [1.4]1.711.8] AN |2.1]3.4]

@.57 Einer Kugel mit dem Radius R soll ein Zylinder mit maximalem Volumen
eingeschrieben werden.
Berechne die Groflen r und h des Zylinders! FA 11.411.711.8] AN 12.1]3.4|

3.58 Auf einer Kreuzung treffen 2 Strafen im y
rechten Winkel aufeinander. 2 Mopeds L
fahren zur gleichen Zeit auf die Kreuzung zu
und sind zu Beginn jeweils 10 km von der 8
Kreuzung entfernt. Die Geschwindigkeiten
betragen 48 km/h bzw. 36 km/h. 36 km/h d
Berechne, wie lange es dauert, bis sie 4
einen minimalen Abstand (in Luftlinie)
voneinander haben!

Wie grof ist dieser Abstand? < kn/h A x
Hinweis: Die Skizze zeigt die 0 ¥
) Ausgangspositionen. FA |1.4|1.7|11.8] AN [2.1]3.4]
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@3.59 Ein Vogelhauschen hat den Querschnitt eines gleichschenkeligen Dreiecks mit der

3.60

G

Schenkellange a = b = 45 cm und der Basis ¢ = 30 cm, in der eine rechteckige
Offnung eingeschrieben ist.

Bestimme die MaRe dieser Offnung so, dass die Végel eine méglichst groRe Flache
zum Hineinfliegen haben! AG |2.2]| FA |1.4|1.711.8] AN |2.1]3.4]

Lésung mithilfe des Strahlensatzes: B

1. Wir beginnen mit der Skizze.

2. Hauptbedingung: Gesucht ist der Flacheninhalt des a=b
Rechtecks, also ist die Zielfunktion A(x, y) = x -y

3. Nebenbedingung: Fur die Nebenbedingung verwenden

wir den Strahlensatz. Wie man in der Abbildung sieht,
sind zwei ahnliche rechtwinkelige Dreiecke farblich

hinterlegt bzw. schraffiert.
X _

Esgilt (h-y):5=h:3
Aus der Angabe kénnen wir die Werte fur h und % bestimmen.

a?= (& +n? = n?=a2- (%), h=V452-15% =V1800
Es gilt also: (V1800 - y): £ =1/1800 : 15

Wir 18sen auf und formen nach 5 um: (V1 800 - y)-15=75-11800
5_(\1800—y)-15 _(\1800—y)-30
2" V1 800 B V1 800

4. Nebenbedingung in die Hauptfunktion einsetzen:

_ (V1800 -y)-30 3007 > V2
AV = g0 VT30~ Trgee T30 YT

5. 1. Ableitung: A'(y)=30 -y-V2

6. 1. Ableitung = 0 und Berechnung des Extremwerts:
30-y-V2=0 = y=15-V2 = 21,21 cm

7. 2. Ableitung: A”(y) = -V2 <0 — Maximum erfiillt

(V1800 - 15-V2)-30
/1800

8. Alle weiteren GrofRen berechnen: x = =15cm

Einem gleichschenkeligen Dreieck mit der Basis ¢ = 12 cm und H6he h = 20 cm ist

a) ein flachengroftes Rechteck eingeschrieben.
b) ein gleichschenkeliges Dreieck mit maximalem Flacheninhalt so eingeschrieben,
dass seine Spitze im Mittelpunkt der Basis c liegt.

Berechne die Seitenlange a = b und den gesuchten maximalen Flacheninhalt!
AG 12.2] FA |1.411.711.8] AN |2.1]3.4]

Einem Drehkegel mit Radius R und Hohe H ist ...

a) ein Zylinder mit grotmaoglicher Mantelflache eingeschrieben.
b) ein Kegel eingeschrieben, der seine Spitze im Mittelpunkt des Basiskreises des
umschriebenen Drehkegels hat und dessen Volumen maximal sein soll.

Berechne die Abmessungen der eingeschriebenen Korper! FA [1.411.711.8] AN |2.1|3.4]

Anwendungen der Kurvenuntersuchung
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Eine Polynomfunktion n-ten Grads hat hochstens

¢ n Nullstellen
e n - 1 Extremstellen
e n - 2 Wendestellen

tZusammenfassung
Monotonie:
Eine reelle Funktion f ist
streng monoton steigend, streng monoton fallend, konstant,
wenn flr alle x4, X, € M gilt: | wenn fir alle x;, x, € M gilt: | wenn fur alle x4, x, € M gilt:
f'(x) > 0 VX € [xq; X,] f'(x) <0 Vx € [Xq; X5] f'(x) =0 Vx € [xy; X5]
Krimmungsverhalten:
negativ gekriimmt positiv gekriimmt . ..
(rechtsgekrimmt, konkav) (linksgekrimmt, konvex) G Rl
f//<o f//>o f”=0
f’ ist in M streng monoton f’ ist in M streng monoton
. Wendepunkt
fallend steigend
Besondere Punkte/Stellen:
\ y
Nullstelle fix)y=0 \\f
A Hochpunkt: f”(x) < 0 M Mol | x
Extremwert ffx)=0 Tiefpunkt: F'(x) > 0 \..s ; } T zs/
Wendestelle f'ix)=0 f"(x) # 0 N,
Sattelstelle | f'(x)=0 f'(x) = 0 und f"(x) # O 4

Mit jeder Ableitung verringert sich der Grad der Polynomfunktion um 1.

Umkehraufgaben: Beim Auffinden von Polynomfunktionen der Form

fx)=ax"+a,_ x"*

+ ... + a,x + a, werden Bedingungen aus dem Aufgabentext

festgelegt und in Gleichungen dargestellt. Durch das Losen eines linearen
Gleichungssystems werden die Koeffizienten a,,, a, _ 4, ... , 8o ermittelt und die
Funktionsgleichung vervollstandigt.

Die Differenzialrechnung findet nicht nur in Naturwissenschaften, Medizin und Technik
Anwendung, sondern auch in Optimierungsaufgaben (Extremwertaufgaben), die einem

strikten Schema folgen:

Skizze
Hauptfunktion
Nebenbedingung

Einsetzen der Nebenbedingung in die Hauptfunktion — Elimination einer Variablen

1. Ableitung der Hauptfunktion

Berechnen der Extremwerte

2. Ableitung zur Kontrolle des Minimums/Maximums
Berechnen weiterer GrofRen

0N OA DR
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Glermischte Aufgaben zur Vorbereitung auf die Reifepriifung

3.62

3.63

3.64

Ein Unternehmen produziert Tablets Typ A und Typ B. x ... Anzahl der Tablets

a) Der Betrieb rechnet bei Typ A mit monatlichen Fixkosten von 750 €. Bei der
Herstellung von 2 Tablets betragen die Gesamtkosten 1.250 €, bei 5 Tablets
2.360 € und bei 8 Tablets 3.950 €.

Bestimme die Kostenfunktion der Form K(x) = ax® + bx? + cx + d!

b) Ein Tablet von Typ B wird um 840 € verkauft. Die Kostenfunktion betragt:

K(x) = 5 - (< + 65x% + 616x + 2 250)

Berechne jene Anzahl an Tablets, fur die der Gewinn maximal wird!
Ermittle jene Produktionsmengen, bei denen die Gesamtkosten den Erl6s
Ubersteigen! (Tipp: Bereiche, in denen kein Gewinn gemacht wird)

FA 11.5]11.611.711.8] AN |2.1]3.3]

Ein Bio-Eisgeschaft startet im Marz mit der Er6ffnung seines Verkaufsladens. Der
Inhaber weifd aus Erfahrung, dass der Verkauf der Eissorten in der kommenden
Saison durch die Funktion m(t) = -0,0035t> + 0,6t + 46t angenahert werden kann.
t... Zeit in Tagen; m(t) ... Anzahl der verkauften Eiskugeln

a) Berechne die Anzahl der verkauften Eiskugeln am 100. Tag!
Stelle den Term fir die durchschnittliche Zunahme der verkauften Eiskugeln in
den ersten 100 Tagen auf! Gib den Wert an!
Interpretiere den Ausdruck m’(100) im vorgegebenen Kontext!

b) Ermittle jenen Tag, an dem die meisten Kugeln verkauft werden und gib die
Menge an!
Begriinde, warum die Verkaufszahlen ab dem Maximum weniger werden!

¢) Bestimme jenen Tag, an dem die Zunahme der taglichen Verkaufszahlen
und damit die zusatzlich bendtigte Eismenge am grofiten ist!
FA |1.5|1.611.711.8] AN |1.2]2.1]3.3]

Die Funktion f, die den Fieberverlauf p flt) in °C
eines Kleinkindes innerhalb von etwa ~
7 Stunden in °C beschreibt, wird durch 4o N
die Funktionsgleichung 3 \
f(t) = -0,1t> + 0,9t - 1,5t + 38 / \
modelliert. N ad \
Der zugehorige Graph ist abgebildet. El \
a) Interpretiere die Grafik hinsichtlich 3

der folgenden Fragen: flin

- Wie hoch ist die Temperatur zu
Beginn der Messung?

- Zu welchem Zeitpunkt hat das Kind die hochste Temperatur?

- Nach welcher Zeit ist die Temperatur auf 37 °C gesunken?

b) Berechne die ersten beiden Ableitungsfunktionen!
Interpretiere f'(1) in diesem Sachzusammenhang!
Berechne und interpretiere den Ausdruck f”(5) in Bezug auf den Fieberverlauf!

c) Bestimme jenen Zeitpunkt, an dem das Fieber am meisten gestiegen ist!
FA 11.5]11.611.711.8] AN |2.1]3.3]

Vermischte Aufgaben
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3.65 Auf einer Eisenbahnstrecke wurden auf einer Messstrecke im Abstand von
10 Sekunden folgende Geschwindigkeiten in m/s eines Zuges gemessen:

Zeitins 0 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90
Geschwindigh®it | 1, | 15 | o9 | 21 | 24 | 24 | 24 | 25 | 25 | 24
inm/s
Der Streckenzug, der die verschiedenen Geschwindigkeiten angibt, ist unten
dargestellt. Avif) in m/s L
2% i ' ' J
a4
“

tins
0 2 P 0 0 e 8 90

a) Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an!

Die Beschleunigung in den ersten 20 Sekunden ist annahernd
konstant.

Der Zug bremst 1-mal innerhalb von 90 Sekunden.

Ab der 60. Sekunde beschleunigt der Zug nicht mehr.

Die Beschleunigung in den ersten 10 Sekunden ist kleiner als in den
letzten 10 Sekunden.

Die Durchschnittsgeschwindigkeit betragt 75 km/h.

b) Der Streckenzug kann durch eine Polynomfunktion 3. Grads angenahert werden.
Bestimme die Funktionsgleichung mithilfe von Technologieeinsatz!

) v(t) in m/s " ;

2L E i : J

tlins

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

¢) Die Funktion v(t) = 0,00002t> - 0,00457t? + 0,38265t + 14,3007 stellt die
Geschwindigkeitsfunktion eines weiteren Streckenabschnitts dar.

Bestimme die Gréf3e der Beschleunigung zum Zeitpunkt t = 80 s!
. 60) - v(0) . .
Interpretiere den Ausdruck % in diesem Zusammenhang!

FA 11.5]11.6|1.7]1.8] AN |1.2]2.1]3.3]
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Wissens-Check

Bearbeite die Aufgaben! Begriinde jeweils deine Auswahl!

Ordne den Graphen der ersten Ableitung f’ jeweils die Wendestelle x,, der Funktion
faus A bis F zu!

\l A / \ Af(x) |
6 \ ra I
s \ |/
\. / F\ L
\ / ;
? \ [/
X X
2 10 -4 3 4 1
1 H
AF(x) AF(x)
f 71N
X \ X
% -1/0 \ -4 f3 2 10
fl, / I\
; / (A
I \ ,
Xy =-1 B Xy =-1,5

a) Erganze die Textlicken durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so, dass
eine korrekte Aussage entsteht!

Wenn (1) und (2] , dann ist x eine lokale

Minimumstelle.

f'(x) >0
f'(x) <0
f'(x)=0

f(x)=0
f"(x) >0
f'(x) <O

b) Erganze die Textllicken jeweils durch einen der folgenden Begriffe: Hochpunkt,
Tiefpunkt, Wendepunkt.

Wenn f'(x) = O, f"(x) > 0 dann liegt ein VOr.

Wenn f'(x) < 0, ”(x) = 0 und f"'(x) > 0, dann liegt ein

vor.

Wenn f'(x) = O und f"(x) < O dann liegt ein vor.
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Untersuchung von Polynomfunktionen
Wissens-Check

Der Graph einer Polynomfunktion 3. Grads verlauft durch den Ursprung,
hat den Tiefpunkt T(1]|-2) und eine Wendestelle bei x = —%.

Kreuze die beiden zutreffenden Bedingungen an!

R E E - n

Eine Kugel wird mit einem Winkel von 37° aus einer Hohe von 1,65 m abgeworfen
und erreicht eine Weite von 19,33 m.

Gib 3 Bedlngungen in Kurzform an, damit man die Gleichung der Wurfparabel
(h(x) = ax? + bx + ¢ ... Wurfhdhe von x abhangig) berechnen kann!

flx) /

Kreuze jenen Punkt des Graphen an, auf den
die Bedingungen f(x) > 0, f'(x) < O und f"(x) = 0
zutreffen! 1

-

wn
(=]
™
=
N

A a
C 318
; \/

Ein Boot macht eine Rundfahrt ohne Zwischenstopp.
Die momentane Geschwmdlgkelt lasst sich zu jedem Zeitpunkt mit der Funktion
(t) = -630t> + 390t? + 5t beschreiben.
.. Zeitin h; v ... Geschwindigkeit in km/h

Kreuze die richtige Aussage an!

Die Beschleunigung auf der gesamten Strecke ist positiv.

Die Beschleunigung ist konstant.

Die Beschleunigung ist zum Zeitpunkt t = 0,2 h am grofiten.
Die grofte Geschwindigkeit betragt 10 km/h.
Die Beschleunigung beim Start betragt 5 m/s2.

Die gesamte Rundfahrt dauert 2 Stunden.
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