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33

Charakteristische Kurvenpunkte

3.2.3 Anzahl der charakteristischen Punkte

3.31  Bestimme  a) Nullstellen,  b) lokale Extremstellen und  c) Wendestellen 
der Funktion f(x) = x3 – 3x – 2 und gib jeweils die Anzahl der Lösungen an!
 AG |2.2|2.3| FA |1.4|1.5|4.3|4.4| AN |2.1|3.1|3.3|

a)  Wir aktivieren unser Vorwissen aus dem Kapitel „Polynomgleichungen höheren Grads“ 
und interpretieren die Nullstellen als Lösungen der Polynomgleichung der zugehörigen 
Polynomfunktion f(x) = x3 – 3x – 2. 

  Nullstellen sind jene Stellen, an denen die Funktion die x-Achse schneidet; der zugehörige 
Funktionswert y oder f(x) ist null. 

 Es gilt daher: f(x) = 0 ⇒ x3 – 3x – 2 = 0

  Bei einer Gleichung 3. Grads können wir die Lösungen durch Abspalten von 
Linearfaktoren gewinnen oder mithilfe von Technologieeinsatz.

  ZB Geogebra: CAS-Fenster: Befehle „Löse(Gleichung)“ oder „NLöse(Gleichung)“, 
Algebra-Fenster und Eingabezeile durch „Nullstelle(Polynom)“.

  Für die Berechnung ohne Technologieeinsatz wiederholen wir die Technik des Abspaltens 
eines Linearfaktors (Polynomdivision). Dazu suchen wir eine erste mögliche Lösung. Wir 
betrachten das sogenannte „absolute Glied“ unserer Polynomfunktion, nämlich –2, und 
bestimmen seine möglichen Teiler: T(–2) = {±1, ±2}. 

 Wir setzen einen davon in f(x) ein, in der Erwartung, dass das Ergebnis null ist.
 f(1) = 13 – 3 · 1 – 2 = –4 … keine Nullstelle
 f(–1) = (–1)3 – 3 · (–1) – 2 = 0 ⇒ x1 = –1 … Nullstelle

 Wir dividieren den Gleichungsterm durch den Linearfaktor (x + 1)
    Dividend: f(x)    Divisor (x – x1)
 ( x3  – 3x – 2) : (x + 1) = x2 – x – 2 
 (–x3 – x2)
  – x2 – 3x 
  + x2 + x 
   – 2x – 2 
   + 2x + 2
      0

 x2 – x – 2 = 0

 x2, 3 =  1 _
 2  ±  √ (  1 _

 2  )2
 + 2   

 x2, 3 =  1 _
 2  ±  3 _

 2  ⇒ x2 = 2, x3 = –1 (Mehrfachlösung)

 Die Nullstellen lauten also: x1, 3 = –1, x2 = 2 (3 Lösungen)

b) Die Extremstellen berechnen wir durch f′(x) = 0: f′(x) = 3x2 – 3 
 3x2 – 3 = 0 | + 3
  3x2 = 3 | : 3
  x2 = 1 |  √     
 x1 = –1, x2 = 1 (2 Lösungen) 

c) Die Wendestellen berechnen wir durch f ″(x) = 0: f ″(x) = 6x 
 6x = 0 ⇒ x = 0 (1 Lösung)

TE
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Charakteristische Kurvenpunkte

Zusammenhang: Grad der Funktion und besondere Stellen der Funktion
Eine Polynomfunktion n-ten Grads besitzt höchstens
•  n Nullstellen
•  n – 1 Extremstellen
•  n – 2 Wendestellen
Mit jeder Ableitung verringert sich der Grad der Polynomfunktion um 1 und daher auch 
die Anzahl der maximal möglichen Extremstellen bzw. Wendestellen. Zu beachten ist, dass 
auch Mehrfachlösungen vorkommen können.

3.32	� Eine Polynomfunktion 4. Grads ist allgemein durch f(x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx + e 
dargestellt.

	� Ergänze die Textlücken durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so, dass eine 
korrekte Aussage entsteht!� FA |4.4|

	 Eine Polynomfunktion 4. Grads hat                                                       .

  
höchstens 3 Nullstellen

genau 4 Extremstellen

mindestens 2 Wendestellen

3.33	� Eine axialsymmetrische Polynomfunktion 4. Grads hat an der Stelle x = 1 eine lokale 
Minimumstelle. 

	 a)	 Bestimme eine weitere lokale Minimumstelle!
	 b)	 �Erläutere anhand einer allgemeinen Funktionsgleichung die Anzahl der 

möglichen Extrem- und Wendestellen!
	 c)	 �Der Graph der normierten Funktion ist um c (c ∈ ℝ) auf der y-Achse nach oben 

verschoben. 
Argumentiere, welche Aussage sich zu der maximalen Anzahl der Nullstellen 
tätigen lässt!� FA |1.5|4.1|4.4|

3.34	 Bestimme mit Technologieeinsatz
	 (1) Nullstellen, 
	 (2) lokale Extrempunkte, 
	 (3) Wendepunkte mit zugehöriger Wendetangente der Funktion f ! 
	 Gib jeweils die Anzahl der Lösungen an!� AN |2.1|3.1|3.3|

	 a)	 f(x) = –x3 – 4,5x2 + 2,35	 b)	 f(x) = 2x3 + 3x2 – 2
	 c)	 f(x) = ​1 _

 4​ x4 – ​2 _
 3​ x3 – 2x2 + 8x 	 d)	 f(x) = (x – 2) · (x – 1) · (x + 2)

3.35	� Zeige nachweislich mithilfe der Differenzialrechnung, dass eine Polynomfunktion 
4. Grads der Form f(x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx + e niemals 3 Wendestellen haben 
kann!

	 Berechne die Wendepunkte für a = 2, b = –1, c = –3, d = 5, e = –2!  
� AG |2.3|  FA |1.4|1.5|4.3|4.4|  AN |2.1|3.1|

M	
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33 3.3 Modellieren von Polynomfunktionen 

3.36  Der Graph der Polynomfunktion f(x) = ax2 – 4x + 1 hat an der Stelle 1 einen 
Scheitelpunkt. Ermittle die Termdarstellung der Funktion f ! AN |2.1|3.3|

Ziel ist es, die Unbekannte a zu finden und die Funktionsgleichung zu vervollständigen. Dafür 
ist es wichtig, jene Informationen aus dem Text der Aufgabenstellung zu verwenden, die uns 
in Form von Bedingungen Gleichungen aufstellen lassen. 

In unserem Einstiegsbeispiel verwenden wir die Information zum Scheitelpunkt in seiner 
Definition als Extrempunkt. Wir denken nun „rückwärts“ und überlegen uns, wie wir 
Extremwerte in den vorigen (Unter-)Kapiteln bestimmt haben. 

Bei den Polynomuntersuchungen haben wir f′(x) = 0 gesetzt, da an den Extremstellen die 
Tangente keine Steigung hat.

Wir leiten daher einmal ab und erhalten f′(x) = 2ax – 4.

Nun verwenden wir die Information der Angabe: x = 1 ist eine Extremstelle. Die zugehörige 
Bedingung lautet: f′(1) = 0 
Wir setzen ein: f′(1) = 2a · 1 – 4 ⇒ 2a – 4 = 0 ⇒ a = 2

Unsere gesuchte Funktionsgleichung lautet also: f(x) = 2x2 – 4x + 1 

Zum Berechnen von unbekannten Koeffizienten der Polynomfunktion stellt man die aus 
der Angabe gegebenen Bedingungen in Form von „Kurzgleichungen“ auf, die i.A. zu einem 
Gleichungssystem (evtl. auch nur zu einer Gleichung) führen. 

3.37  Der Graph einer Polynomfunktion 3. Grads verläuft durch die Punkte A(–2|–3) und 
B(0|–1) und hat im Punkt H(–1|0) einen Hochpunkt. 

 Stelle die Funktionsgleichung von f auf! FA |1.5| AN |2.1|3.3|

f(x) = ax3 + bx2 + cx + d; f′(x) = 3ax2 + 2bx + c 

Es kommen 4 Variablen (a, b, c, d) vor, daher benötigen wir 4 Gleichungen.

Kurzform

1. Bedingung: Punkt A: f(–2) = –3 –3 = a · (–2)3 + b · (–2)2 + c · (–2) + d 
–3 = –8a + 4b – 2c + d 

2. Bedingung: Punkt B: f(0) = –1 –1 = a · 03 + b · 02 + c · 0 + d 
–1 = d 

3. Bedingung: Punkt H: f(–1) = 0 0 = a · (–1)3 + b · (–1)2 + c · (–1) + d 
0 = –a + b – c + d 

4. Bedingung: Steigung in H: f′(–1) = 0
0 = 3a · (–1)2 + 2b · (–1) + c 
0 = 3a – 2b + c 

Die 4 Bedingungen liefern ein lineares Gleichungssystem: 

I: –3 = –8a + 4b – 2c + d ⇒ I: –3 = –8a + 4b – 2c – 1 
II: –1 = d kann man einsetzen   
III: 0 = –a + b – c + d ⇒ III: 0 = –a + b – c – 1 
IV: 0 = 3a – 2b + c ⇒ IV: 0 = 3a – 2b + c 

TE

TE
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Variante 1: Gleichungssystem händisch lösen:

I:	 –3 = –8a + 4b – 2c – 1	 | + 1	 ⇒	 –2 = –8a + 4b – 2c 
II:	 0 = –a + b – c – 1	 | + 1	 ⇒	 1 = –a + b – c 
III:	 0 = 3a – 2b + c	 	 ⇒	 0 = 3a – 2b + c 

Wir lösen nun ein Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 3 Variablen. Ziel ist es, die 
Unbekannten der Reihe nach so weit zu eliminieren, dass nur noch eine Variable übrigbleibt, 
deren Wert wir bestimmen können.

Addition 2. und 3. Gleichung:			  1. Gleichung – 2-mal die 2. Gleichung:
1 = –a + b – c    ∙ + 			   –2 = –8a + 4b – 2c    ∙ – 
0 = 3a – 2b + c 			   2 = –2a + 2b – 2c 
1 = 2a – b 			   –4 = –6a + 2b 

Nun haben wir nur noch 2 Gleichungen übrig und berechnen  
2-mal die 1. Gleichung + 2. Gleichung, damit die Unbekannte b eliminiert werden kann:

2 = 4a – 2b    ∙ + 
–4 = –6a + 2b 
–2 = –2a  ⇒  a = 1 

Wir setzen a = 1 in eine der vorletzten Gleichungen ein und berechnen b:
1 = 2 · 1 – b  ⇒  b = 1  

Um c zu erhalten, setzen wir sowohl a als auch b in die III. Anfangsgleichung ein: 
0 = 3 · 1 – 2 · 1 + c  ⇒  c = –1

d = –1 kennen wir bereits und so können wir die Funktionsgleichung aufstellen:
f(x) = 1 · x3 + 1 · x2 + (–1) · x + (–1)  ⇒  f(x) = x3 + x2 – x – 1

Variante 2: Gleichungssystem 
mit Technologieeinsatz lösen, 
zB mit Geogebra CAS. 
Beachte, dass die allgemeine 
Funktionsgleichung durch 
einen : definiert werden muss, 
und vergiss nicht auf die 
geschwungenen Klammern { }. 
Es reicht in diesem Fall, die 
Kurzform der Bedingungen 
anzugeben.

Möglich ist es auch, die Gleichungen einzeln einzugeben und lösen zu lassen:

3.38	 Der Graph einer Polynomfunktion 4. Grads verläuft durch den Punkt P (–2|– ​22
 __
 3 ​ ), 

	� hat an der Stelle x = 0 eine Nullstelle und im Punkt W (–3|– ​63
 __
 4 ​ ) einen Wendepunkt 

mit der Steigung 9. 
	 Ermittle die Termdarstellung der Funktion f !� FA |1.5|  AN |2.1|3.3|

TE
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33 Lösung:
f(x) = ax4 + bx3 + cx2 + dx + e ⇒ 5 Variablen ⇒ 5 Gleichungen
f′(x) = 4ax3 + 3bx2 + 2cx + d 
f ″(x) = 12ax2 + 6bx + 2c 

5 Bedingungen Kurzform

1. Punkt P: f(–2) = –  22
 __
 3   –  22

 __
 3   = 16a – 8b + 4c – 2d + e 

2. Nullstelle: f(0) = 0 0 = e 

3. Punkt W : f(–3) = –  63
 __
 4   –  63 __ 4   = 81a – 27b + 9c – 3d + e 

4. Steigung in W : f′(–3) = 9 9 = –108a + 27b – 6c + d 

5. Krümmung in W : f ″(–3) = 0 0 = 108a – 18b + 2c 

Lösen mit Technologieeinsatz, zB Geogebra: 

f(x) =   1 __
 12  x4 +  1 _

 3  x3 –  3 _
 2  x2 

3.39 Stelle die Gleichung einer quadratischen Funktion f auf!  FA |1.5| AN |2.1|3.3|
 Der Graph von …
 a) f verläuft durch die drei Punkte A(–2|13), B(0|1) und C(2|–3).
 b)  f hat an der Stelle 1 eine Nullstelle und einen Scheitelpunkt mit den Koordinaten 

(–1|4).
 c)  f verläuft durch den Punkt A(2|1). Die Tangente, die im Punkt B(1|4) an den 

Graphen gelegt wird, ist durch die explizite Form y = –4x + 8 gegeben.
 d)  f hat die Nullstelle N(–4|0). Eine Gerade an den Graphen im Punkt N schließt 

mit der Funktion einen Winkel von 75,964° ein. An der Stelle –2 befindet sich ein 
lokales Maximum.

3.40 Stelle die Gleichung einer kubischen Funktion f auf!  FA |1.5| AN |2.1|3.3|
 Der Graph von …
 a) f hat den Hochpunkt H (  3 _

 2  |  45
 __
 16   ) und den Tiefpunkt T (3|  9 _

 4  ).
 b)  f hat im Ursprung einen Wendepunkt. Die zugehörige Wendetangente schließt 

mit der positiven x-Achse einen Winkel von 135° ein. An der Stelle x = 1 liegt ein 
lokales Minimum vor.

 c)  f ist punktsymmetrisch zum Ursprung, verläuft durch den Punkt R(–3|3) und hat 
  in T (2|–  16

 __
 3   ) einen Tiefpunkt.

 d)  f geht durch den Punkt P(–2|–12), in dem die Steigung der Funktion 1 beträgt, 
und hat den Wendepunkt W(4|–18).

TE

TE
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3.41	� „Der Graph einer Polynomfunktion 4. Grads ist symmetrisch zur y-Achse und verläuft 
durch den Punkt A(0|3) und den Wendepunkt W(–1|0,5).“

	 �Kreuze jene Abfolge von Bedingungen an, die zur obigen Beschreibung passt!
� FA |1.5|  AN |2.1|3.3|

f(3) = 0, f(0,5) = –1, f ″(–1) = 0

f(0) = 3, f′(–1) = 0, f ″(–1) = 0

f(0) = 3, f(0,5) = –1, f′(–1) = 0

f(0) = 3, f(–1) = 0,5, f ″(–1) = 0

f′(0) = 3, f(0,5) = –1, f ″(–1) = 0,5

f(3) = 0, f(–1) = 0,5, f ″(–1) = 0

3.42	 �Stelle durch Ablesen der notwendigen Bedingungen aus der Grafik die Gleichung der 
Funktion 4. Grads auf!� FA |1.4|1.5|4.3|  AN |2.1|3.3|

	 a)				    b)	

3.43	 �Die Bergkette der 3 145 m 
hohen Dreischusterspitze 
in den Sextner-Dolomiten 
in Südtirol kann stark 
vereinfacht durch den 
Graphen einer quadratischen 
Funktion angenähert werden.

	� Modelliere mithilfe der drei 
Punkte C(–1 000|2 500), 
D(0|3 145), E(2 000|2 100) 
und mithilfe von Technologie
einsatz eine passende 
Funktionsgleichung!

� FA |1.7|  AN |2.1|3.3|

M	

TE
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33 3.4 Anwendungen der Kurvenuntersuchung 
3.4.1 Anwendungen in der Wirtschaft 
Die wichtigsten ökonomischen Funktionen beschreiben die Gesamtkosten K einer 
Produktion, den Erlös E, den Gewinn G, die Grenzkosten K′, die Durchschnittskosten  

__
 K  und 

den (Verkaufs-)Preis pro Mengeneinheit p.
Sie alle hängen von einer Variablen ab, nämlich von x, das ist die Produktionsmenge, die in 
den hier verwendeten Modellen auch gleichzeitig die Verkaufsmenge ist. 

Der Zusammenhang dieser Funktionen:

E(x) = p(x) · x;  
__

 K (x) =  K(x)
 ___
 x   ; G(x) = E(x) – K(x) 

3.44  Der Verkaufspreis einer Ware in Abhängigkeit von der Verkaufsmenge kann durch 
die Funktion p beschrieben werden:

p(x) = –0,1x2 + 2x + 1 249 
 x … Verkaufsmenge in Mengeneinheiten (ME)
 p(x) … Preis pro Mengeneinheit in Geldeinheiten pro ME (GE/ME)
 Berechne den maximalen Erlös Emax! AG |2.3| FA |1.4|1.5|1.7|4.3| AN |2.1|3.3|

Es soll hier die Erlösfunktion untersucht werden.
Daher stellen wir sie auf und benützen hierzu die Beziehung E(x) = p(x) · x 
Es ergibt sich:

E(x) = –0,1x3 + 2x2 + 1 249x 

Wir können jetzt die Kurve zeichnen. Auch wenn es 
nicht ausdrücklich in der Aufgabenstellung verlangt 
wird, so ist eine grafische Darstellung immer sehr 
zu empfehlen.
Von dieser Funktion ist der Hochpunkt gesucht.
Wir bilden die erste Ableitung:

E′(x) = –0,3x2 + 4x + 1 249 
Die Ableitungsfunktion wird null gesetzt:

–0,3x2 + 4x + 1 249 = 0
Mit der großen Lösungsformel für quadratische Gleichungen oder mithilfe von einem 
Gleichungslöser erhalten wir:

x = 71,534… ≈ 71,53 ME
Die 2. Ableitung: E ″(x) = –0,6x + 4 soll das Maximum bestätigen.
Die Lösung einsetzen: E ″(71,53) < 0, bestätigt das Maximum
Die Lösung wird nun noch in die Erlösfunktion E eingesetzt:
E(71,534…) = –0,1 · 71,534…3 + 2 · 71,534…2 + 1 249 · 71,534…
Maximaler Erlös: Emax = 62 975,44 GE

3.45  Eine bestimmte Kaffeemaschine wird derzeit im Handel um 450 € verkauft. 
Die Kosten für die Produktion der Kaffeemaschine werden durch die Funktion 
K(x) = x3 – 23x2 + 200x + 1 000 beschrieben.

 x … Produktionsmenge in Mengeneinheiten (ME)
 K(x) gesamte Kosten der Produktion von x ME in Geldeinheiten (GE)
 Berechne den maximalen Gewinn! AG |2.3| FA |1.4|1.5|1.7|4.3| AN |2.1|3.3|

TE
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3.46	 �Der Erlös in Geldeinheiten (GE) eines Produkts in Abhängigkeit von der 
Verkaufsmenge in Stück kann durch die Funktion E beschrieben werden:

E(x) = –0,4x3 – 4x2 + 850x 

	 Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an!� FA |1.4|1.5|1.7|4.3|  AN |2.1|3.4|

Bei einer Produktion von ca. 24 ME wird ein maximaler Erlös erzielt.

Für den Verkaufspreis p gilt:  p(x) = –1,2x2 – 8x + 850.

Der Verkaufspreis vergrößert sich mit steigender Verkaufsmenge.

Der Erlös verringert sich mit steigender Verkaufsmenge.

Für den Verkauf von 15 ME wird der gleiche Erlös erwartet wie für 
35 ME.

3.47	 �Die Kostenfunktion bei der Erzeugung eines bestimmten Produkts kann mit der 
Polynomfunktion 3. Grads beschrieben werden:

	 K(x) = 0,4x3 – 1,2x2 + 30x + 600.
	 x … Produktionsmenge in Mengeneinheiten (ME)
	 K(x) … gesamte Kosten der Produktion von x ME in Geldeinheiten (GE)
	 Berechne die minimalen Durchschnittskosten ​

__
 K​min!� FA |1.4|1.5|1.7|  AN |2.1|3.3|

3.48	 ��Ein Möbelhaus kauft von einer Produktions
stätte im Ausland pro Jahr etwa 30 000 
Türen für Kleiderschränke um je 45 €.

	� Es fallen Transportkosten von 90 € pro 
Lieferung an. 

	� Es erfolgen gleichmäßig über das Jahr 
verteilt n Lieferungen zu je x Stück. 

	� Die letzte Lieferung muss zwischengelagert 
werden.  

	� Dafür sind 1,20 € je Stück zusätzlich zu  
bezahlen. 

	� Berechne die Anzahl n der Lieferungen, die das Möbelhaus veranlassen muss, damit 
die Gesamtkosten K möglichst gering bleiben!� FA |1.4|1.5|1.7|1.8|  AN |2.1|3.3|

TE
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33 3.4.2 Anwendung bei Bewegungsaufgaben
Weg s, Geschwindigkeit v und Beschleunigung a einer Bewegung hängen von der Variablen t 
ab und stehen miteinander im Zusammenhang:

v(t) = s′(t); a(t) = v′(t) = s″(t)
Es sind hier die internationalen Einheiten (SI) zu beachten: m/s für v, m/s2 für a 
In der Praxis kommen km/h und km/h2 häufig vor.

3.49  Die Weg-Zeit-Funktion eines Rennautos auf einer Test-Rundfahrt kann annähernd 
durch die Funktion s beschrieben werden

s(t) =   t4

 _____
 14 000  –   t

3

 __
 28  + 2,5t2 für 0 ⩽ t ⩽ 84 

 t … Zeit in s; s(t) … zurückgelegter Weg in m nach t in s.
 a) Berechne, wann das Auto mit höchster Geschwindigkeit fährt!
 b) Berechne die momentane Geschwindigkeit zu diesem Zeitpunkt in km/h! 
 c) Berechne, mit welcher Beschleunigung das Auto startet!
 AG |2.3| FA |1.4|1.5|1.7|4.3| AN |1.3|2.1|3.1|3.3|

a) Zunächst erstellt man die Ableitungsfunktionen:
 v(t) = s′(t) =   t3

 ____
 3 500  –  3t2

 ___
 28   + 5t; a(t) = s″(t) =   3t2

 ____
 3 500  –   3t

 __
 14  + 5 

 Nun soll die Extremstelle der Geschwindigkeitsfunktion berechnet werden:
 v′(t) = 0 bedeutet s″(t) = 0

   3t2

 ____
 3 500  –   3t

 __
 14  + 5 = 0 ⇒ t1 = 26,05…; (t2 = 223,95 … nicht relevant, da > 84) 

 s‴(t) =   6t
 ____
 3 500  –   3 __

 14  ; s‴(26,047…) = –0,169 < 0 … Maximum
 Die höchste Geschwindigkeit erreicht das Auto ca. 26 Sekunden nach dem Start.
b) v(26,047…) = 62,593… m/s ≈ 225,34 km/h
 Die höchste Geschwindigkeit beträgt auf dieser Runde ca. 225,34 km/h.
c) a(t) = s″(t) ⇒ a(0) = 5
 Zu Beginn beträgt die Beschleunigung des Autos 5 m/s2.

3.50  Die Weg-Zeit-Funktion einer Schwimmerin beim Training in einem Becken kann 
näherungsweise mit der Funktion s beschrieben werden:

s(t) = 0,003t4 – 0,12t3 + 1,2t2 mit 0 ⩽ t ⩽ 20
 t … Zeit in s; s(t) … Weg in m zum Zeitpunkt t 
 a) Berechne und interpretiere die Nullstellen von s!
 b)  Berechne den Zeitpunkt, wann die Schwimmerin in diesem Zeitintervall die 

höchste Geschwindigkeit hat!
 c) Berechne die momentane Beschleunigung in der 10. Sekunde!
 AG |2.3| FA |1.4|1.5|1.7|4.3| AN |1.3|2.1|3.1|3.3|

3.51  Die Weg-Zeit-Funktion eines Läufers auf seiner Laufrunde kann mit der Funktion s 
modelliert werden: 

 s(t) = –20t3 + 140t2 mit 0 ⩽ t ⩽ 7
 t … Zeit in min; s(t) … zurückgelegter Weg in m zum Zeitpunkt t 
 a) Berechne die höchste erreichte Geschwindigkeit in dem gegebenen Intervall!
 b)  Berechne die momentane Beschleunigung zu Beginn des Trainingslaufs!
 c)  Ermittle den Zeitpunkt, zu dem die Beschleunigung –160 m/min2 beträgt!

Interpretiere das negative Vorzeichen im Sachzusammenhang!
 AG |2.2| FA |1.4|1.5|1.7|4.3| AN |1.3|2.1|3.1|3.3|

M

M 
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3.4.3  Extremwertaufgaben 
Bei Extremwertaufgaben stehen hauptsächlich Situationen im Mittelpunkt, bei denen 
Prozesse optimiert werden sollen, dh möglichst geringer Materialaufwand, Energiekosten, 
maximale Leistung, Kraft usw. Man nennt sie deshalb auch Optimierungsaufgaben. 

Wie der Name schon verrät, werden Extremwerte mithilfe der 1. Ableitung ermittelt. Bei den 
Extremwertaufgaben behandeln wir einerseits Aufgaben, bei denen von vorneherein nur eine 
Variable vorkommt, oder es handelt sich um Aufgaben mit zwei oder mehreren Variablen, 
die man zuerst durch Nebenbedingungen auf eine Gleichung mit einer Variablen umformen 
muss.

Es ist sinnvoll, wenn du beim Lösen von Extremwertaufgaben eine strikte Reihenfolge 
einhältst: 

1.	 Fertige eine Skizze an!
2.	 �Stelle die Hauptbedingung in Form einer Zielfunktion auf (was soll optimiert werden?)!
3.	 Formuliere eine Nebenbedingung!
4.	 �Setze die umgeformte Nebenbedingung in die Zielfunktion ein, so dass diese nur 

eine Variable enthält!
5.	 Bestimme die 1. Ableitung der Zielfunktion!
6.	 Setze die 1. Ableitung null und berechne den Extremwert!
7.	 Überprüfe mit der 2. Ableitung, ob tatsächlich ein Minimum/Maximum vorliegt!
8.	 Berechne alle weiteren Größen!

3.52	 �Eine rechteckige Tischplatte hat einen Umfang von 448 cm.  
Berechne ihre Länge und Breite so, dass der Flächeninhalt maximal wird! 
� AG |2.2|  FA |1.4|1.5|1.8|  AN |2.1|3.4|

In der Geometrie hat man es meistens mit zwei oder mehreren Variablen zu tun. Die 
Nebenbedingung findet man im Allgemeinen über die Formeln der elementaren Geometrie.

Als Erstes fragen wir: Was wird gesucht? Hinweise dazu geben meistens die Worte  
maximal/minimal, am größten/kleinsten, möglichst viel/wenig usw.

In unserem Fall: Der Flächeninhalt (eines Rechtecks) soll maximal werden. Daher wird der 
Flächeninhalt die Hauptbedingung liefern und der Umfang (direkte Angabe) wird unsere 
Nebenbedingung sein.

1.	 Wir beginnen mit der Skizze: 

2.	 Zielfunktion:  A(a, b) = a · b  →  Maximum

	� Wie man sieht, ist die Zielfunktion von zwei Variablen abhängig, nämlich von a und b. Wir 
werden mithilfe der Nebenbedingung eine Umformung anstreben, sodass nur noch eine 
Variable übrigbleibt. Da beide Variablen gleichwertig sind, bleibt es deinen persönlichen 
Vorlieben überlassen, welche Variable du im nächsten Schritt eliminierst. 

3.	 Nebenbedingung aufstellen und umformen: 

				    U(a, b) = 2 · (a + b)  ⇒ � 448 = 2 · (a + b)	 | : 2
					     224 = a + b 	 | – b  
					     a = 224 – b 
	 Du hättest hier auch nach b umformen können.

TE
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33 4. Nebenbedingung in die Zielfunktion einsetzen (Elimination der zweiten Variablen): 
 A(b) = (224 – b) · b 
  Wie du siehst, enthält unsere Funktion nun nur 

noch die Variable b, die Funktion A ist also von b 
abhängig. 

 Beachte hier die Schreibweise A(b) statt A(a, b)!
  Die grafische Darstellung lässt bereits erkennen, 

wo der Extremwert liegt.

5. 1. Ableitung: 
 A(b) = (224 – b) · b = 224b – b2 
 A′(b) = 224 – 2b 

6. 1. Ableitung = 0 und Berechnung des Extremwerts: 
 A′(b) = 0 ⇒ 224 – 2b = 0 | + 2b 
    224 = 2b | : 2 
    b = 112 cm

7. 2. Ableitung: 
 A″(b) = –2 < 0 ⇒ Maximum erfüllt

8. Alle weiteren Größen berechnen:
 224 – b = a ⇒ a = 224 – 112 ⇒ a = 112 cm
 A = a · b ⇒ A = 112 · 112 = 12 544 cm2 

Eine rechteckige Tischplatte hat also dann den größtmöglichen Flächeninhalt bei 
gegebenem Umfang von 448 cm, wenn sie quadratisch mit einer Seitenlänge von 112 cm 
ist.

3.53  Eine Firma stellt Glasvasen in der Form von Zylinder mit einem Fassungsvermögen 
von 3 ℓ her. 

   Berechne seine Abmessungen so, dass bei der Herstellung möglichst wenig Material 
verbraucht wird! FA |1.4|1.7|1.8| AN |2.1|3.4|

3.54  Das Volumen einer handelsüblichen Konservendose fasst 0,45 ℓ. Da bei der 
Produktion Boden, Deckel und der Mantel miteinander verbunden werden, muss für 
den sogenannten Falz mehr Material einkalkuliert werden. In der Höhe kommt daher 
1 cm dazu und im Durchmesser 1,5 cm.

   Berechne jene Abmessungen, die den geringsten Materialverbrauch bei der 
Herstellung garantieren! FA |1.4|1.7|1.8| AN |2.1|3.4|

3.55  Ein runder Spiegel mit dem Durchmesser d = 1,5 m ist beim Transport beschädigt 
worden. Um ihn dennoch verkaufen zu können, wird sein Design verändert und 
eine möglichst große rechteckige Fläche ausgeschnitten. 

 Ermittle die Maße der rechteckigen Spiegelfläche!
 FA |1.4|1.7|1.8| AN |2.1|3.4|

 Lösung mithilfe des Satzes von Pythagoras:

 1. Skizze: 

 2. Hauptbedingung: A(a, b) = a · b → Maximum

TE

TE

TE
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3.	 Nebenbedingung:
	� Wir müssen nun eine Formel für die Nebenbedingung finden, die den Durchmesser 

des Kreises enthält. Wie aus der Skizze zu entnehmen ist, entsteht ein rechtwinkeliges 
Dreieck mit der Hypotenuse d und den Katheten a und b.  
Dementsprechend ergibt sich als Nebenbedingung: 

d2 = a2 + b2  ⇒  d2 – a2 = b2  ⇒  b = ​√ d2 – a2 ​ 

4.	 Nebenbedingung in die Hauptfunktion einsetzen:

	 A(a) = a · ​√ d2 – a2 ​ = a · ​√ 1,52 – a2 ​ 
5.	 1. Ableitung: 
	 In diesem Fall ist es sinnvoller, A(a) zu quadrieren. 
	 Der lokale Extremwert ändert sich dadurch nicht. 
	 Wir nennen die neue Hauptfunktion
	 f(a) = A2(a) �= a2 · (d2 – a2) 

= a2 · (1,52 – a2) = 2,25a2 – a4 
	 f′(a) = 4,5a – 4a3 

6.	 1. Ableitung = 0 und Berechnung des Extremwerts: 

	 4,5a – 4a3 = 0  ⇒  a1 = 0 m, a2 = – ​   ​√ 4,5 ​ ___ 2  ​ ≈ –1,06 m, a3 =  ​   ​√ 4,5 ​ ___ 2  ​ ≈ 1,06 m 
	� (Die Längen 0 und –1,06 werden ausgeschlossen, da sie in der Realität nicht 

vorkommen.)

7.	 2. Ableitung: 

	 f ″(a) = 4,5 – 12a2, f ″ ( ​   ​√ 4,5 ​ ___ 2  ​ ) = 4,5 – 12( ​   ​√ 4,5 ​ ___ 2  ​ )2
 = –9 < 0 

	 →  Maximum erfüllt

8.	 Alle weiteren Größen berechnen:

	 b = ​√  1,52 – ( ​   ​√ 4,5 ​ ___ 2  ​ )2
  ​ = 1,06 m

3.56	 �Einer Halbkugel mit dem Radius R = 2 dm ist jener 
volumsgrößte Drehkegel so einzuschreiben, dass dessen 
Spitze im Mittelpunkt der Halbkugel liegt. 

	 Berechne das Volumen des Kegels!� FA |1.4|1.7|1.8|  AN |2.1|3.4|

3.57	 �Einer Kugel mit dem Radius R soll ein Zylinder mit maximalem Volumen 
eingeschrieben werden.

	 Berechne die Größen r und h des Zylinders!� FA |1.4|1.7|1.8|  AN |2.1|3.4|

3.58	 �Auf einer Kreuzung treffen 2 Straßen im 
rechten Winkel aufeinander. 2 Mopeds 
fahren zur gleichen Zeit auf die Kreuzung zu 
und sind zu Beginn jeweils 10 km von der 
Kreuzung entfernt. Die Geschwindigkeiten 
betragen 48 km/h bzw. 36 km/h.

	� Berechne, wie lange es dauert, bis sie 
einen minimalen Abstand (in Luftlinie) 
voneinander haben! 

	 Wie groß ist dieser Abstand?
	� Hinweis: Die Skizze zeigt die 

Ausgangspositionen.� FA |1.4|1.7|1.8|  AN |2.1|3.4|
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33 3.59  Ein Vogelhäuschen hat den Querschnitt eines gleichschenkeligen Dreiecks mit der 
Schenkellänge a = b = 45 cm und der Basis c = 30 cm, in der eine rechteckige 
Öffnung eingeschrieben ist. 
Bestimme die Maße dieser Öffnung so, dass die Vögel eine möglichst große Fläche 
zum Hineinfliegen haben! AG |2.2| FA |1.4|1.7|1.8| AN |2.1|3.4|

 Lösung mithilfe des Strahlensatzes:

 1. Wir beginnen mit der Skizze. 

 2.  Hauptbedingung: Gesucht ist der Flächeninhalt des 
  Rechtecks, also ist die Zielfunktion A(x, y) = x · y 

 3.  Nebenbedingung: Für die Nebenbedingung verwenden 
   wir den Strahlensatz. Wie man in der Abbildung sieht, 

sind zwei ähnliche rechtwinkelige Dreiecke farblich 
hinterlegt bzw. schraffiert. 

  Es gilt: (h – y) :   x _
 2  = h :   c _

 2  
  Aus der Angabe können wir die Werte für h und   c _

 2  bestimmen. 

  a2 = (   c _
 2  )2 + h2 ⇒ h2 = a2 – (   c _

 2  )2, h =  √ 452 – 152   =  √ 1 800   

  Es gilt also: ( √ 1 800   – y) :   x _
 2  =  √ 1 800   : 15 

  Wir lösen auf und formen nach   x _
 2  um: ( √ 1 800   – y) · 15 =   x _

 2  ·  √ 1 800   

    x _
 2  =   

  ( √ 1 800   – y) · 15
  __________ 

 √ 1 800    
   ⇒ x =   

  ( √ 1 800   – y) · 30
  __________ 

 √ 1 800    
    

 4. Nebenbedingung in die Hauptfunktion einsetzen: 

  A(y) =   
  ( √ 1 800   – y) · 30

  __________ 
 √ 1 800    

   · y = 30y –   30y2

 ____ 
 √ 1 800     

  = 30y – y2 ·    √ 2  
 ___
 2   

 5. 1. Ableitung: A′(y) = 30 – y ·  √ 2   

 6. 1. Ableitung = 0 und Berechnung des Extremwerts: 

  30 – y ·  √ 2   = 0 ⇒ y = 15 ·  √ 2   ≈ 21,21 cm

 7. 2. Ableitung: A″(y) = – √ 2   < 0 → Maximum erfüllt

 8. Alle weiteren Größen berechnen: x =      ( √ 1 800   – 15 ·  √ 2  ) · 30  _______________ 
 √ 1 800    

   = 15 cm

3.60 Einem gleichschenkeligen Dreieck mit der Basis c = 12 cm und Höhe h = 20 cm ist
 a) ein flächengrößtes Rechteck eingeschrieben. 
 b)  ein gleichschenkeliges Dreieck mit maximalem Flächeninhalt so eingeschrieben, 

dass seine Spitze im Mittelpunkt der Basis c liegt. 
 Berechne die Seitenlänge a = b und den gesuchten maximalen Flächeninhalt!
 AG |2.2| FA |1.4|1.7|1.8| AN |2.1|3.4|

3.61 Einem Drehkegel mit Radius R und Höhe H ist …
 a) ein Zylinder mit größtmöglicher Mantelfläche eingeschrieben.
 b)  ein Kegel eingeschrieben, der seine Spitze im Mittelpunkt des Basiskreises des 

umschriebenen Drehkegels hat und dessen Volumen maximal sein soll. 
 Berechne die Abmessungen der eingeschriebenen Körper! FA |1.4|1.7|1.8| AN |2.1|3.4|
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Zusammenfassung

Monotonie:
Eine reelle Funktion f ist 

streng monoton steigend, streng monoton fallend, konstant,

wenn für alle x1, x2 ∈ M gilt:
f′(x) > 0 

A
x ∈ [x1; x2]

wenn für alle x1, x2 ∈ M gilt:
f′(x) < 0 

A
x ∈ [x1; x2]

wenn für alle x1, x2 ∈ M gilt:
f′(x) = 0 

A
x ∈ [x1; x2]

Krümmungsverhalten:

negativ gekrümmt 
(rechtsgekrümmt, konkav)

positiv gekrümmt 
(linksgekrümmt, konvex) nicht gekrümmt

f ″ < 0 
f′ ist in M streng monoton 

fallend

f ″ > 0 
f′ ist in M streng monoton 

steigend

f ″ = 0 
Wendepunkt

Besondere Punkte/Stellen:

Nullstelle f(x) = 0

Extremwert f′(x) = 0 Hochpunkt:  f ″(x) < 0
Tiefpunkt:  f ″(x) > 0

Wendestelle f ″(x) = 0 f ‴(x) ≠ 0

Sattelstelle f ″(x) = 0 f′(x) = 0 und f ‴(x) ≠ 0

Eine Polynomfunktion n-ten Grads hat höchstens
•  n Nullstellen
•  n – 1 Extremstellen
•  n – 2 Wendestellen
Mit jeder Ableitung verringert sich der Grad der Polynomfunktion um 1.

Umkehraufgaben: Beim Auffinden von Polynomfunktionen der Form
f(x) = anxn + an – 1xn – 1 + … + a1x + a0 werden Bedingungen aus dem Aufgabentext 
festgelegt und in Gleichungen dargestellt. Durch das Lösen eines linearen 
Gleichungssystems werden die Koeffizienten an, an – 1, … , a0 ermittelt und die 
Funktionsgleichung vervollständigt.

Die Differenzialrechnung findet nicht nur in Naturwissenschaften, Medizin und Technik 
Anwendung, sondern auch in Optimierungsaufgaben (Extremwertaufgaben), die einem 
strikten Schema folgen: 

1.	 Skizze 
2.	 Hauptfunktion
3.	 Nebenbedingung
4.	 �Einsetzen der Nebenbedingung in die Hauptfunktion  →  Elimination einer Variablen
5.	 1. Ableitung der Hauptfunktion
6.	 Berechnen der Extremwerte
7.	 2. Ableitung zur Kontrolle des Minimums/Maximums
8.	 Berechnen weiterer Größen

Zusammenfassung 
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Vermischte Aufgaben

Vermischte Aufgaben zur Vorbereitung auf die Reifeprüfung

3.62 Ein Unternehmen produziert Tablets Typ A und Typ B. x … Anzahl der Tablets
 a)  Der Betrieb rechnet bei Typ A mit monatlichen Fixkosten von 750 €. Bei der 

Herstellung von 2 Tablets betragen die Gesamtkosten 1.250 €, bei 5 Tablets 
2.360 € und bei 8 Tablets 3.950 €.

  Bestimme die Kostenfunktion der Form K(x) = ax3 + bx2 + cx + d!
 b) Ein Tablet von Typ B wird um 840 € verkauft. Die Kostenfunktion beträgt:

K(x) =  1 _
 3  · (x3 + 65x2 + 616x + 2 250)

   Berechne jene Anzahl an Tablets, für die der Gewinn maximal wird!
Ermittle jene Produktionsmengen, bei denen die Gesamtkosten den Erlös 
übersteigen! (Tipp: Bereiche, in denen kein Gewinn gemacht wird)
 FA |1.5|1.6|1.7|1.8| AN |2.1|3.3|

3.63  Ein Bio-Eisgeschäft startet im März mit der Eröffnung seines Verkaufsladens. Der 
Inhaber weiß aus Erfahrung, dass der Verkauf der Eissorten in der kommenden 
Saison durch die Funktion m(t) = –0,0035t3 + 0,6t2 + 46t angenähert werden kann.

 t … Zeit in Tagen; m(t) … Anzahl der verkauften Eiskugeln
 a)  Berechne die Anzahl der verkauften Eiskugeln am 100. Tag! 

Stelle den Term für die durchschnittliche Zunahme der verkauften Eiskugeln in 
den ersten 100 Tagen auf! Gib den Wert an!
Interpretiere den Ausdruck m′(100) im vorgegebenen Kontext!

 b)  Ermittle jenen Tag, an dem die meisten Kugeln verkauft werden und gib die 
Menge an! 
Begründe, warum die Verkaufszahlen ab dem Maximum weniger werden!

 c)  Bestimme jenen Tag, an dem die Zunahme der täglichen Verkaufszahlen 
und damit die zusätzlich benötigte Eismenge am größten ist!
 FA |1.5|1.6|1.7|1.8| AN |1.2|2.1|3.3|

3.64  Die Funktion f, die den Fieberverlauf 
eines Kleinkindes innerhalb von etwa 
7 Stunden in °C beschreibt, wird durch 
die Funktionsgleichung 

 f(t) = –0,1t3 + 0,9t2 – 1,5t + 38 
 modelliert. 
 Der zugehörige Graph ist abgebildet.
 a)  Interpretiere die Grafik hinsichtlich 

der folgenden Fragen:
  –  Wie hoch ist die Temperatur zu 

Beginn der Messung?
  – Zu welchem Zeitpunkt hat das Kind die höchste Temperatur?
  – Nach welcher Zeit ist die Temperatur auf 37 °C gesunken?
 b)  Berechne die ersten beiden Ableitungsfunktionen!

Interpretiere f′(1) in diesem Sachzusammenhang!
Berechne und interpretiere den Ausdruck f ″(5) in Bezug auf den Fieberverlauf!

 c)  Bestimme jenen Zeitpunkt, an dem das Fieber am meisten gestiegen ist!
 FA |1.5|1.6|1.7|1.8| AN |2.1|3.3|
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Vermischte Aufgaben

3.65	 �Auf einer Eisenbahnstrecke wurden auf einer Messstrecke im Abstand von 
10 Sekunden folgende Geschwindigkeiten in m/s eines Zuges gemessen:

Zeit in s 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Geschwindigkeit 
in m/s 14 18 21 21 24 24 24 25 25 24

	� Der Streckenzug, der die verschiedenen Geschwindigkeiten angibt, ist unten 
dargestellt. 

	 a)	 Kreuze die beiden zutreffenden Aussagen an!

Die Beschleunigung in den ersten 20 Sekunden ist annähernd 
konstant.

Der Zug bremst 1-mal innerhalb von 90 Sekunden.

Ab der 60. Sekunde beschleunigt der Zug nicht mehr.

Die Beschleunigung in den ersten 10 Sekunden ist kleiner als in den 
letzten 10 Sekunden.

Die Durchschnittsgeschwindigkeit beträgt 75 km/h.

	 b)	 �Der Streckenzug kann durch eine Polynomfunktion 3. Grads angenähert werden.  
Bestimme die Funktionsgleichung mithilfe von Technologieeinsatz!

	 c)	 �Die Funktion v(t) = 0,00002t3 – 0,00457t2 + 0,38265t + 14,3007 stellt die 
Geschwindigkeitsfunktion eines weiteren Streckenabschnitts dar.  
Bestimme die Größe der Beschleunigung zum Zeitpunkt t = 80 s!

		  Interpretiere den Ausdruck ​v(60) – v(0)
 ________
 60  ​ in diesem Zusammenhang!

� FA |1.5|1.6|1.7|1.8|  AN |1.2|2.1|3.3|
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Wissens-Check

Wissens-Check 
  Bearbeite die Aufgaben! Begründe jeweils deine Auswahl!

 1  Ordne den Graphen der ersten Ableitung f′ jeweils die Wendestelle xW der Funktion 
f aus A bis F zu! 

 2 a)  Ergänze die Textlücken durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so, dass 
eine korrekte Aussage entsteht!

   Wenn                und               , dann ist x eine lokale 
   Minimumstelle.

  b)  Ergänze die Textlücken jeweils durch einen der folgenden Begriffe: Hochpunkt, 
Tiefpunkt, Wendepunkt.

   Wenn f′(x) = 0, f ″(x) > 0 dann liegt ein  vor.

   Wenn f′(x) < 0, f ″(x) = 0 und f ‴(x) > 0, dann liegt ein 

    vor.

   Wenn f′(x) = 0 und f ″(x) < 0 dann liegt ein  vor.

A xW = –1 B xW = –1,5

C xW = 1,5 D xW = 0

E xW = 1 F xW = –2
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  
f′(x) > 0 f ″(x) = 0

f′(x) < 0 f ″(x) > 0

f′(x) = 0 f ″(x) < 0
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Untersuchung von Polynomfunktionen
Lösung:
1) 1. Zeile: C, A; 2. Zeile: E, B    2) a) 1 → 3. Zeile; 2 → 2. Zeile b) Tiefpunkt, Wendepunkt, 
Hochpunkt    3) 2. Zeile, 1. und 2. Spalte    4) h(0) = 1,65; h(19,33) = 0; h′(0) = tan(37°)    
5) 3. Zeile, 1. Spalte    6) 3. Zeile

Wissens-Check 
 3 Der Graph einer Polynomfunktion 3. Grads verläuft durch den Ursprung, 
  hat den Tiefpunkt T(1|–2) und eine Wendestelle bei x = –  2 _

 3  .
  Kreuze die beiden zutreffenden Bedingungen an!

f′(1) = –2 f′(–  2 _
 3  ) = 0 f ″(0) = 0

f ″(–  2 _
 3  ) = 0 f′(1) = 0

 4  Eine Kugel wird mit einem Winkel von 37° aus einer Höhe von 1,65 m abgeworfen 
und erreicht eine Weite von 19,33 m. 

   Gib 3 Bedingungen in Kurzform an, damit man die Gleichung der Wurfparabel 
(h(x) = ax2 + bx + c … Wurfhöhe von x abhängig) berechnen kann!

   = ;   = ;   =  

 5  Kreuze jenen Punkt des Graphen an, auf den 
die Bedingungen f(x) > 0, f′(x) < 0 und f ″(x) = 0

  zutreffen!

A B

C D

E F

 6  Ein Boot macht eine Rundfahrt ohne Zwischenstopp.
Die momentane Geschwindigkeit lässt sich zu jedem Zeitpunkt mit der Funktion 
v(t) = –630t3 + 390t2 + 5t beschreiben.

  t … Zeit in h; v … Geschwindigkeit in km/h
  Kreuze die richtige Aussage an!

Die Beschleunigung auf der gesamten Strecke ist positiv.

Die Beschleunigung ist konstant.

Die Beschleunigung ist zum Zeitpunkt t ≈ 0,2 h am größten.

Die größte Geschwindigkeit beträgt 10 km/h.

Die Beschleunigung beim Start beträgt 5 m/s2.

Die gesamte Rundfahrt dauert 2 Stunden.
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