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Erganzungen zu Funktionen

Hermann Weyl (1885 - 1955) war ein deutscher Mathematiker,
Physiker und Philosoph und gilt aufgrund seines breiten
Interessensgebiets als einer der letzten mathematischen
Universalisten.

Hermann Weyl schreibt in seinem Buch , Philosophie der Mathematik
und Naturwissenschaften“ aus dem Jahr 1928 ,Niemand kann
erklaren, was eine Funktion ist. Aber eine Funktion f ist gegeben,
wenn auf irgendeine bestimmte gesetzmafige Weise jeder reellen
Zahl a eine Zahl b zugeordnet ist (...).“

In der amerikanischen Ausgabe aus dem Jahr 1948 erganzt er dazu:
»(...) but this is what really matters in mathematics.“ Hermann Weyl

7.1 Der allgemeine Funktionsbegriff

Wir haben bisher eine Funktion f so definiert, dass sie jedem Element x einer
Definitionsmenge D genau ein Element y einer Menge zuordnet, die man als Wertemenge W
bezeichnet. Im Folgenden erweitern wir diese Definition.

7.1.1 Verallgemeinerung des Funktionsbegriffs

Zum Funktionsbegriff wurden bereits einige Begrifflichkeiten eingeflhrt, die nun durch neue
Begriffe verallgemeinert werden.

e Das Element x ist das Argument oder die Stelle oder das Urelement der Funktion f.

¢ Das Element f(x) ist der Funktionswert (Wert) von f an der Stelle x oder das Bildelement
von X.

* Die Menge A ist die Definitionsmenge der Funktion f, die Menge aller Urelemente.

* Die Menge B ist die Zielmenge der Funktion f.

* Die Menge W =f(D) = {f(x) € B|x € A} ist die Wertemenge der Funktion f, die Menge
aller Bildelemente.

Gegeben sind die Funktionen f: R§ — R (linke Grafik) und die Funktion f: R — R (rechte
Grafik) mit jeweils f(x) = 2 - x

y L/ 3y/

w

Py
=2 =

-3 / -3
Der Definitionsbereich A = R des linken Graphen ist die positive x-Achse und beim rechten
Graphen ist A = R die gesamte x-Achse.

Die Zielmenge B = R bei beiden Funktionen, jedoch die Wertemenge W ist beim linken
Graphen nur die positive y-Achse und beim rechten Graphen die gesamte y-Achse.

Allgemeiner Funktionsbegriff o
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eine Teilmenge der Zielmenge B.

Erganzungen zu Funktionen

Mit Hilfe der Begriffe und der Definition der Funktion
ergibt sich daher, dass jedem Element von x € A genau
ein Bildelement f(x) € B zugeordnet wird, aber es

kann sein, dass ein Element von B kein oder mehrere
Urelemente in A besitzt. Die Wertemenge von f ist immer

7.1 Bestimme bei den folgenden Funktionen die Wertemenge und eine mogliche
Zielmengel! FA |1.5]
a) ix—=x+1lmitxeN b) fix— |x| mtx€R c¢) fix— Xzi mitx € Z
d) f: x — p(x) mit x € N, wobei p jeder natirlichen Zahl x die nachstgréflere
Primzahl p(x) zuordnet wird.
Wertemenge W der Funktion f Mogliche Zielmenge B der Funktion f
a) W=N\ {0} B=N
b) W= RS B=Rg
c) W=[O;i%;i1;i%, ] B=Q
d) W = {yly ist Primzahl} B=N

Als Zielfunktion ist in allen Fallen auch B = R mdglich.

Die Zielmenge einer Funktion lasst sich immer auf die Wertemenge einschranken,
wodurch erreichbar ist, dass jedes Element der Zielmenge mindestens ein Urelement
besitzt.

Eine Einschrankung derart, dass jedes Element der Zielmenge genau ein Urelement
besitzt, ist nicht immer moglich.

Der Funktionsbegriff fur reelle Funktionen lasst sich daher wie folgt verallgemeinern:
Eine Funktion f: A— B mit A C R und B C R ist eine reelle Funktion.

7.2  Gegeben ist die Funktion f: A = W mit f(x) = x°.
Die Definitionsmenge ist A = R, die Wertemenge ist W = R{ und die Zielmenge ist:

a) B=R b) B =R}
Erklare die Unterschiede zwischen a) und b) in Bezug auf die Urelemente!  FA |1.5]
Losung:

a) Fur die Zielmenge B = R gilt:
Das Element O besitzt genau ein Urelement, namlich O.
Alle Elemente aus R{ haben je genau zwei Urelemente, namlich + | x|.
Kein Elemente aus R™ hat ein Urelement, denn das Quadrat einer negativen
Zahl ist stets positiv.

b) Durch die Einschrankung auf die Zielmenge R{ besitzt nun jedes Element aus
der Zielmenge mindestens ein Urelement.

Gegeben ist die Funktion f: R — R mit y = f(x).
Schranke die Definitionsmenge A und die Zielmenge B von f derart ein, dass jedes
Bildelement genau ein Urelement hat! FA |1.5]

a) f(x) = x> b) f(x) = |x| c) f(x)=x3
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Erganzungen zu Funktionen

@.4 Gegeben ist die Funktion f mit y = f(x).

Beurteile, ob die Wertemenge eine echte Teilmenge von der Zielmenge ist!
Schrénke die Zielmenge von f auf ihre Wertemenge ein, so dass jedes Element der
eingeschrankten Zielmenge mindestens ein Urbild hat!
Argumentiere, ob dadurch auch erreicht wird, dass jedes Element der

eingeschrankten Zielmenge genau ein Urbild hat! FA |1.5]
a) R>Rmitf(x)=3-x+2 b) f:R—> Rmitf(x)=2-e%*
¢) f: RS — R mit f(x) = Vx d) £ R\ {0} > Rmitf(x) ==

1.5 Gegeben ist die Funktion f: R — R mit y = f(x).
Schranke die Definitionsmenge und die Zielmenge von f derart ein, dass jedes
Bildelement genau ein Urelement hat! FA |1.5]
a) fx)=2-x2-4-x+2 b) f(x) = sin(x)

7.6 Gegebenist f: R — R und f = sgn(x).
a) Beurteile, ob die Wertemenge eine echte Teilmenge von der Zielmenge ist!
b) Schranke die Zielmenge von f auf die Wertemenge ein!
¢) Bestimme, wie viele Urelemente es von 1 beziehungsweise —1 gibt! FA |1.5]

1.1.2 Injektive, surjektive und bijektive Funktionen

Bei einer gegebenen reellen Funktion f: A — B hat die Gleichung f(x) = y fur ein gegebenes
y € B eine (mehrere) Losungen x € B, wenn die Horizontale in Hohe y einen (mehrere)
Schnittpunkt(e) mit dem Graphen von f hat.

Hat bei einer Funktion jede waagrechte Gerade mindestens einen Schnittpunkt, dann ist die
Funktion f surjektiv. Hat die waagrechte Gerade hochstens einen Schnittpunkt, dann ist die
Funktion finjektiv.

Falls zumindest eine waagrechte Gerade mehr als einen Schnittpunkt hat, ist sie nicht mehr
injektiv, gibt es aber zumindest eine waagrechte Gerade die keinen Schnittpunkt hat, ist die
Funktion nicht surjektiv.

7.7 Gegeben ist die Funktion f: A — B mit f(x) = x°.
Ordne in Abhangigkeit von der Definition von A und B die Funktion in injektiv und

surjektiv ein! Veranschauliche grafisch! FA |1.5]
surjektiv und surjektiv mindestens | Injektiv hdchstens nicht surjektiv und
injektiv 1 Schnittpunkt 1 Schnittpunkt nicht injektiv
A:=R}, B = Rj A=R,B:=R] A=R;B=R A=R,B:=R
Yoy \ | Yo \ |
genau 1 Schni”rpunk'r/ \1 bzw. 2 Sch ny(punk’re 1 S-.hly'!hunkf N\oder 2 5chniH|§[nkfe
, f f 1 f
X X X X
-2 10 -2 10 -2 -1 0 -2 10
! ! Tk A T A
i , Rk Simnih‘ unkt kelT Sle ittpunkt

Die Funktion fist bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
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Erganzungen zu Funktionen
Eine Funktion f: A — B mit y = f(x) heifdt

¢ injektiv genau dann, wenn zu jedem y € B hochstens ein x € A existiert mit y = f(x).

* surjektiv, genau dann, wenn zu jedem y € B mindestens ein x € A existiert mit y = f(x).
e bijektiv, genau dann, wenn zu jedem y € B eindeuitg ein x € A existiert mit y = f(x).
Eine alternative Definition von einer injektiven Funktion f: A — B ist, dass verschiedene
Elemente in A unterschiedliche Bildelemente in B besitzen.

Eine Funktion f: A — B ist daher genau dann bijektiv ist, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

7.8  Zeige grafisch, ob die Funktion f: R > R mitf(x) =x3-2-x>-5-x+ 7

injektiv oder surjektiv ist! FA |1.5]

Lésung:
Der Graph der Funktion f hat die folgende Form:
b |
18 ’
: |7
\ |
[ |
[ . |
[\ [
/ \ |
/ \ /
/ \ /
b -3 2 1 701 \ /
| \ |/
[ _3 J

Die Funktion ist nicht injektiv, da bei der eingezeichneten waagrechten Geraden
drei Schnittpunkte sind, d.h. der gleiche y-Wert ist 3 unterschiedlichen x-Werten
zugeordnet. Die Funktion ist jedoch surjektiv, weil jeder y-Wert mindestens einem

x-Wert zugeordnet ist.

CI.Q Zeige, ob die Funktion f injektiv oder surjektiv ist! FA |1.5]
a) :N—>Nmitf(n)=n+3 b) f:Z—>Zmitf(n)=n-5

7.10 Zeige, ob die Funktion f: R — R mit y = f(x) injektiv, surjektiv oder bijektiv ist!

6

FA |1.5]
a) f(x)=x° b) f(x) = 2% c) f(x)=|x|

711 Schranke die Definitionsmenge und die Zielmenge der Funktion f: A — B derart ein,
dass die Funktion bijektiv ist! FA |1.5]
a) f(x) =In(x) b) f(x)=\/; c) fx)=x-4-x+5
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Erganzungen zu Funktionen

@.2 Verkettung von Funktionen

Um den Wert der Funktion h mit h(x) = In(x2 + 1) an der Stelle x zu bestimmen, wird zuerst
die Zahl y = x? + 1 ermittelt und dann In(y). Dies kann auch folgendermafen gedeutet
werden: h(x) = In(x? + 1) = In(f(x)) = g(f(x)).

Dabei wird g von f von x g(f(x)) dadurch ermittelt, dass zuerst an der inneren Funktion f mit
f(x) = x2 + 1 der Funktionswert bestimmt wird; anschlieRend wird die &uRere Funktion g mit
8(y) = In(y) auf den Funktionswert von f angewendet, um die Zahl g(f(x)) zu erhalten.
Statt die Funktionen f und g hintereinander gof
anzuwenden, ist es moglich, die

die Verkettung von g mit f(g o f) -
sprich: g Ring f“ - gleich anzuwenden.

gof:Dgor—> Bgorpund (g F)(x) = g(f(x)) g

7.12 Gegeben sind die Funktionen f: D — W mit f(x) = V1 — x und
g Dg — Wymit g(x) = x* - 3.
a) Bestimme die Definitionsmenge Dy und D!
b) Bestimme die Wertemenge W;von f und W von g!
c) Ermittle g o fund fe g und die entsprechende Definitions- und Wertemenge!

a) Der Radikant darf nicht negativ sein, daher ist Df = ]— o0; 1]; Dg = R.

b) Die Wertemenge einer Wurzelfunktion ist Wy = [0; oo[ und da die Normparabel um drei
Einheiten nach unten verschoben ist, ergibt sich W = [-3; oo].

c) (goNX)=g(fx)=g(1-x)=(1-x)2-3=1-x-3=-x-2.
Es gilt f(Dy) = Ws = [0; o[ C R = Dg, daher kann man die Verkettung durchfihren.
Die Definitionsmenge ist daher Dg. s = Df = |- o0; 1].
Da (g > f)(x) = —x — 2 ergibt sich die Wertemenge zu Wy. ;= [~3; o|.

d) (Fog)(x) = f(8) =f(x2-3)=V1-x2+3 =V4 -2,
8(Dg) = Wg = [-3; o[ und Dr = ]-o0; 1], daher muss der Definitionsbereich Dy
eingeschrankt werden.
Der Definitionsbereich von D¢, s = {x € RIx € R N x? =3 €E J-o; 1]} = [-2; 2]
und der Wertebereich ist Wr. z = [O; 2].

Gegeben sind die Funktion f: D — Wrund g: Dg — Wg.

* Die Funktion g o f mit (g o f)(x) = g(f(x)) heifdt die Verkettung der Funktion g mit f,
falls f(Dy) = W C Dg.

* Die Funktion fo g mit (f o g)(x) = f(g(x)) heidt die Verkettung der Funktion f mit g,
falls g(Dg) = Wy C Dx.

D

g

Verkettung von Funktionen o
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Erganzungen zu Funktionen

Um g o f zu berechnen, wird zuerst f auf x und dann g auf das Resultat von f angewendet.
Dies bedeutet, dass g nach f ausgefuhrt wird; bei f o g wird f nach g ausgefuhrt.

Sonderfall: Fir die Verkettung einer Funktion mit ihrer Umkehrfunktion gilt:

Die reelle Funktion f: A — B ordnet jedem x € A eindeutig ein y € B zu. Kann umgekehrt
jedem y € B eindeutig ein x € A zugeordnet werden, so entsteht die Umkehrfunktion
(inverse Funktion) f~1: B — A.

(fo fY)(x) = x fur alle x € Bund (f" > f)(x) = x fur alle x € A.

7.13  Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 1 + x? (die Quadratfunktion, zu der 1 addiert
wird) und die Funktion g mit g(x) = x3 (die Kubusfunktion).
Ermittle fegund gof!
Erklare, was zu erkennen ist!
Loésung;:
(fo 8)(x) = f(8(x)) = f(x3) = 1 + (x3)% = 1 + x® und andererseits
(8o Nx) = g(f(x)) = g(1 + x°) = (1 + x*).

Es gilt: (fe 8)(x) # (g ° f)(x), daher ist die Verkettung von Funktionen nicht
kommutativ.

=

¢1.14 Fur die Funktionen f und g sind die folgenden Zuordnungen gegeben:
Zuordnung fur f: Quadriere die Zahl; Zuordnung flir g: Subtrahiere 2 von der Zahl

a) Ermittle die Zuordnung fir fe gl

b) Ermittle die Zuordnung fur g o f!

¢) Bestimme die algebraische Formel fur fo gl

d) Bestimme die algebraische Formel fur g  f!

¢7.15 Gegeben sind die Funktionen f:{1,2,3,4} — {1,2,3,4} und g:{1,2,3,4} — {1,2,3,4} mit
den folgenden Wertetabellen:

X 1 2 3 4 X 1 2 3 4
f(x) 4 2 1 3 g(x) 3 1 2 4
Bestimme:
a) (fog8)(2) b) (fo8)(3) c) (g°f)(1) d) (g°1f)(4)

7.16 Gegeben sind die Funktionen f mit f(x) = x2 — 3 und g mit g(x) = 4 - x +5.
Bilde die angegebenen Verkettungen.

a

a) (gofx) b) (fog)(x) c) (fof)x) d) (g°8)x)
t[.l? Gegeben sind die Funktionen fund g. \ by
Ermittle anhand der Graphen (g © f)(2)! A\

Kreuze das richtige Ergebnis an!

-2 ] 1 [ ]
-1 L] 2 L] ,
0 [ ] 4 [ ] | | x
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7.21

1.22

7.23

1.24

7.25

Erganzungen zu Funktionen

Thomas hat eine Backerei und er erwartet heute eine neue Lieferung von Mehl.
Die Anzahl der Brotlaibe N, die Thomas heute backen wird, ist gegeben durch
N(k) = 10 + 3 - k, wobei k fur die Zahl der Kilogramm Mehl steht.

Der Erl6s E in Euro, den Thomas durch den Verkauf von x Brotlaiben erhalt, ist
gegeben durch E(x) = 4 - x.

Gib eine Funktionsgleichung an, die den Tageserlds von Thomas widerspiegelt, wenn
er k Kilogramm Mehl erhalt!

Ein Kieselstein wird in einen ruhigen Teich fallen gelassen und verursacht dadurch
Wellen in konzentrischen Kreisen.

Der Radius r des aufReren Kreises in Metern ist gegeben durch

r(t) = 0,6-t, wobei t die Zeit in Sekunden nach dem Auftreffen des Kieselsteins auf
der Wasseroberflache darstellt.

Die Flache A des &ueren Kreises ist gegeben durch A = r?- .

Bestimme die Flache des dufleren Kreises nach 2 Sekunden!

Bestimme die Funktionen f und g derart, dass h = fo g ist!

a) h(x)=5-1 b) h(x) = 7 ¢) h(x)=

1
(x = 1)?

Die Formel zur Umrechnung der Temperaturen von Grad Fahrenheit in Grad Celsius
lautet f(x) = g- (x = 32); x ... Grad in Fahrenheit; f(x) ... Grad in Celsius

a) Bestimme die Umkehrfunktion £~
b) Zeige, dass (fo f™1)(x) = x und (f"1 o f)(x) = x!

Gegeben sind die beiden Funktionen fmit f(x) =4-x -3
und g mitg(x) =2-x - 1.

a) Bestimme gofundfog!

b) Ermittle die Funktionswerte (f o g)(0) und (g o f)(0)!

¢) Gibt es eine Losung fur (fo 8)(x) = (g < )(x)?

Flge zwischen den beiden Funktionswerten jeweils ein Gleichheits-, ein Kleiner- oder
ein Grof3erzeichen ein!
Gegeben sind die beiden Funktionen f(x) = x3 + 5 und g(x) = 3-x + 5.

(fo8)(3) (fof)(4) (g°1)(0) (f° 8)(0)
(Fof™)(4) (Ft=f)(5) €°8)(-2) (€°8)3)
(g°g7(5) (g™ 8)6) (fof)(4) (fo£)(6)

Ermittle aus den Funktionen f und g die Verkettung g o f!
Bestimme die Definitions- und Wertemenge der Funktionen f, g und g o f!
Zeichne g o f!

a) fx)=x>-1 gx)=Vx-2 b) fX)=x-4 g(x) =

x|

Gegeben sind die linearen Funktionen fmit f(x) =a-x+ b,a # 0
und g mitg(x) =c-x+d,c # 0.

Zeige, dass die Verkettung g o f und f o g erneut lineare Funktionen sind!

Verkettung von Funktionen
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Erganzungen zu Funktionen

7.26 Die Anzahl N von Bakterien in einem gekuhlten Nahrungsmittel ist gegeben durch
N(T)=20-T2-80-T+500,2<T=< 14,
wenn T die Temperatur des Nahrungsmittels in Grad Celsius ist.
Wenn das Nahrungsmittel aus der Kihlung entfernt wird, ist die Temperatur T des
Nahrungsmittels gegeben durch: T(t) =4 -t + 2, 0 <t =< 3 in Stunden.
a) Bestimme die Verkettung N o T und interpretiere die Bedeutung im

Sachzusammenhang!

b) Bestimme den Zeitpunkt, zu dem die Bakterienanzahl 2 000 erreicht wird!

tl.27 Gegeben ist f mit f(x) = 1%)(.
a) Bestimme die Definitionsmenge von f!
b) Zeige, dass fur alle x im Definitionsbereich gilt: (fo fo f)(x) = x!

tz.zs Sind f: A — B, g: B— C, h: C — D Funktionen, dann sind (h ° g) ° f und

h < (g o f) Funktionen von A nach D.
Zeige anhand eines selbstgewahlten Beispiels, dass die Verkettung assoziativ ist,
alsodass gilt: (heg)of=ho(gof)

tl.29 Gegen Ende seines Lebens stoft ein Stern Gas aus und bildet einen planetarischen
Nebel. Das Volumen V in km?® dieses Nebels kann mit V(t) = 9,01 - 1026 -¢3
modelliert werden, wobei t das Alter in Jahren des Nebels ist.
a) Bestimme V™1 und interpretiere das Ergebnis im Sachzusammenhang!
b) Berechne das ungefahre Alter des Nebels, wenn das Volumen etwa
1,5 - 10%8 km? betragt!
c) Zeige, dass (Vo V1) (x) =xund (V1o V)(x) = x ist!

tl.30 Die Graphen der Funktionen f und g sind gegeben.

\ LAY
f Bestimme mithilfe eines grafischen Verfahrens jenen
b Graphen, der fo g mit additiver Verknipfung darstellt!
g 2 Kreuze die zutreffende Grafik an!
X
3 2 Y 7
\ y [ y y
\ J L / V)
X X X
3 2 10 3 3&:_1)\“/' 3 2\11°0
: N/
\\ A // \\ b /I
X X
3 2\11°0 3 -2\ 11
NNt
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7.3 Funktionen in mehreren Variablen

Die einfachste Verallgemeinerung des Funktionsbegriffs mit mehreren Variablen erhalten
wir fur Funktionen von zwei (unabhangigen) Variablen. Ist A beispielsweise eine Menge von
reellen Zahlenpaaren (a4, a,), so kann jedem Zahlenpaar genau eine reelle Zahl y mit

f: (a4, @p) — y = f(ay, a,) zugeordnet werden.
Wir kdnnten auch Zahlentripel (a4 |a,|as) oder n-Tupel (a4, a,, ... a,) verwenden.
Eine Verallgemeinerung sieht als Definitionsmengen Teilmengen von folgenden Mengen vor:

R? = {(a4, a5)|a, € Rund a, € R} Menge der (geordneten) Paare reeller Zahlen
R3 = {(ay, az)|ay, @, az € R} Menge aller Tripel reeller Zahlen
[R” ={(@y, ... ap)|aq, as, ... a, € R} Menge aller n-Tupel reeller Zahlen
)2 = {(al, a,)|aq, a, € R*} Menge aller Paare positiver reeller Zahlen
3 ={(a; a2, a3 laq, as, a3 & [R?*} Menge aller Tripel positiver reeller Zahlen
” = {(a; nlas, as, ... a, € RY} Menge aller n-Tupel positiver reeller Zahlen

Gerade in den Naturwissenschaften, aber auch bei geometrischen Problemen, treffen
wir haufig auf Funktionen mit mehreren Variablen: Flacheninhalte von Lange und Breite
abhangig, Volumen von Lange, Breite und Hohe abhangig, Gasvolumen als Funktion von
Temperatur und Druck usw.

@7.31 Ein Gas ist in einem Zylinder mit dem Volumen V
(in m3) eingeschlossen. Der Gasdruck auf die
Zylinderwande und den Kolben ist p (in Pascal).
Das Gas hat die Temperatur T (in Kelvin).

Dann gilt firr eine Stoffmenge von einem Mol des . e

Gases die thermische Zustandsgleichung: b P p
p-V=R-Tmit der Gaskonstante R = 8,31 moI K '

Stelle den Druck p als Funktion in Abhangigkeit von V und seiner Temperatur T dar!

FA |1.8]

Die thermische Zustandsgleichung kann nach p umgeformt werden: p =R - %
z

Diese Formel kann als Funktion aufgefasst werden, die jedem (geordneten) Zahlenpaar
(V, T)) € (R*)? die reelle Zahl p(V;, T;) zuordnet.

In der Funktionsschreibweise ergibt sich daher:
V:(RY2 > R:(VIT) = p(V, T) mitp(V, T) = R-TT,.
Es handelt sich daher um eine Funktion in zwei Variablen.

Eine Funktion f: A — B mit A C R” und B C R ist eine reelle Funktion in n Variablen.

7.32 Der Flacheninhalt eines Kreissektors ist gegeben durch

_rPaa . f
A= 360 mit « in Grad und rin cm

Erklare, auf welche unterschiedliche Weise die Formel als Funktion beschrieben
werden kann! FA |1.5]|1.8]

136 Funktionen mit mehreren Variablen .
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Losung:
Die Formel beschreibt eine Funktion A: (R*)? — R: (r, a) = A(r, @), also eine Funktion
mit zwei Variablen. Zusatzlich beschreibt es auch eine Funktion in einer Variablen, wenn
jeweils entweder r oder a konstant gehalten wird.

T

Wird a konstant gehalten, dann ist A: R* — R mit A(r) = %-ﬂ eine quadratische

Funktion bzw. eine direkt proportionale Funktion zum Quadrat von r; bei Konstanthaltung

von r ergibt sich eine Proportionalitatsfunktion A(a) mit dem Proportionalitatsfaktor
T2

— r .

360

M¢7.33 Kreuze die beiden Zuordnungen an, die als Funktionen in 2 Variablen darstellbar

sind! FA |1.1]
Dem Volumen eines Wirfels ist die Lange der Hohe zugeordnet. [ ]
Dem Umfang eines Parallelogramms sind die Seitenlangen zugeordnet. [ ]
Der Flache eines gleichseitigen Dreiecks ist die Seitenlange zugeordnet. | [_]
Der Flache eines Quadrats ist die Seitenlange zugeordnet. [ ]
Dem Umfang eines Deltoids sind die Seitenlangen zugeordnet. [ ]
cl.34 Der Flacheninhalt eines Trapezes ist A(m, h) = m - h, wobei D__c ¢
m die Mittelparallele darstellt.
a) Welche Funktion von (R*)2 nach R kann in der Formel q - " b
gesehen werden? /g
A a B

Die Mittelparallele ist das arithmetische Mittel der beiden
parallelen Seiten. m = aTJrC daher ist der Flacheninhalt

A@, ¢, h)=22%-h.

b) Welche Funktion von (R*)3 nach R kann in der Formel gesehen werden?
c) Erklare, welche Funktion von R* nach R vorhanden ist, wenn a, b oder h konstant
gehalten wird! FA |1.111.5|1.8]

7.35 Bei schragem Lichteinfall unter Winkel « wird die Beleuchtungsstarke E in Lux mit
der folgenden Formel beschreiben:

Ed, h, ) =#-cos a,

| ... Lichtstarke in Candela; a ...Winkel zwischen der Flachennormale und der

Richtung des einfallenden Lichts; h ... Hohe der Lichtquelle Gber der beleuchteten

Flache in Meter.

a) Erklare, welche Funktionen von R* nach R gesehen werden kdnnen, wenn jeweils
zwei Variablen als konstant angenommen werden!

b) Erklare, ob «a jeden beliebigen Wert annehmen kann! FA |1.1]11.5]|1.8|

7.36 Der Body-Adiposity-Index (BAI) berechnet sich aus dem Hiftumfang h in cm und

der KorpergrofRe in m zu BAI = 1115 - 18. FA |1.1]1.8]

a) Niramot hat eine andere Formel fur BAI gefunden, namlich BAl = # - 18.
Erklare, ob die Formel von Niramot richtig ist!

b) Welche Funktion (R*)?2 nach R* kann in der Formel gesehen werden?

¢) Bestimme die Funktion von R* nach R* falls h bzw. | konstant gehalten wird!
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7.4 Funktionale Aspekte von Formeln

Die Betrachtung von Formeln als Funktionen ermdéglicht es, unterschiedliche Fragen zu
beantworten, wie beispielsweise die Abhangigkeit von Grofsen untereinander, ob eine Grofie
direkt oder indirekt proportional zur anderen ist, der Typ des Zusammenhangs oder wie eine
GroRe verandert werden muss, damit eine andere Gréfie einen bestimmten Wert annimmt.

@7.37 Die Wurfparabel eines Korpers, der mit der Y
Geschwindigkeit vy in m/s unter dem Winkel « "0
gegen die Horizontale abgeworfen wurde,
ergibt eine Wurfweite W in m, die mit der
folgenden Formel beschrieben werden kann:
W(vo, a) = Vg'SignQa) Wurfweite W

g ... konstante Erdbeschleunigung.

a) Von welchem Typ ist die Funktion W: vy — W(v,) bei Konstanthaltung des

Winkels a?
b) Wie muss sich die Geschwindigkeit verandern, damit sich bei gleichem Winkel
die Wurfweite verdoppelt? FA |1.5|1.8|

a) Bei der Funktion W: vog — W(v,) handelt es sich um eine quadratische Funktion.
b) Die Geschwindigkeit als Funktion der Wurfweite mit o < 90° und konstant ergibt die
Formel:
g W . g-2W
Vo (W) = \5iarzay Mit W E R vo(2W) = \gzar = V2 -vo(W)
Die Geschwindigkeit muss sich - bei Konstanthaltung des Winkels - um den Faktor V2
vergroBern, wenn die Wurfweite doppelt so grof3 sein soll.

M 7.38 Die thermische Zustandsgleichung fiir eine Stoffmenge von einem Mol des Gases

WP2 jstp-v=R-TmitR =831 mo‘ll- < die Gaskonstante.

dabei ist p der Druck in Pascal, V das Volumen in m3 und T die absolute Temperatur

in Kelvin.

a) Welche Moglichkeiten fuhren zu einer Halbierung des Drucks p, wenn jeweils
eine Grofe verandert wird und die andere Grof3e konstant gehalten wird?

b) Bestimme den Funktionstyp von p: R* — R mit p(V) bei Konstanthaltung der
anderen Grofe!

¢) Bestimme den Funktionstyp von p: R* — R mit p(T) bei Konstanthaltung der
anderen Grofe! FA |1.5|1.8|

Losung: .

a) p: (R"2 > RmitpV, T)=R -y~ Der Druck wird halbiert, falls V bei konstant
gehaltenem T verdoppelt oder falls T bei konstant gehaltenem V halbiert wird.

b) Es handelt sich um eine Reziprokfunktion.

¢) Es handelt sich um eine lineare Funktion; in diesem Falle ist sie sogar direkt
proportional.
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7.39 Ein klnstlicher Satellit der Masse M in Gramm umkreist die Erde auf einer
Tvo 2 Ellipsenbahn mit der groRen Halbachse a. Die Formel fiir seine Bewegungsenergie
yp

in Joule lautet: E(M, a) = 3,986 - 1014-%. FA |1.5|1.8]
a) Zeige, dass E(2-M, 2-a) = E(M, a)!
b) Zu welchen GrofRen ist M und a direkt proportional, zu welchen indirekt

proportional?
c) Skizziere den Graphen der Funktion M — E(M) bei Konstanthaltung von a!

7.40 Eine Grapefruit hat die Form einer Kugel mit einem

o (O
Durchmesser von x cm. Die Frucht besteht aus y Prozent éw, ~
Typ2 -

Saft. Der gesamte Saft der Grapefruit wird in ein

zylinderformiges Glas gepresst. h
Fur den Zusammenhang der Hohe h des ausgepressten Saftes mit dem

Radius z des Glases und dem Durchmesser x der Grapefruit, sowie mit dem
x3.y
6-72

angegebenen Prozentsatz y an Saft gilt: h(x, y, z) =

a) Zeige, wie man zu dieser Formel kommt!
Zu welchen Gréfien x, y, z ist h direkt proportional, zu welchen indirekt
proportional? Ist h direkt oder indirekt proportional zu z2?

b) Zeige,dass h(2-x,2-y,2-z)=4-h(x,y, z)!
Was besagt diese Gleichung?

¢) Ermittle tin der Gleichung h(k-x, k-y, k-z) =t-h(x, y, 2)!

d) Skizziere den Graphen der Funktion z — h(z) unter Konstanthaltung von x und y.

FA 11.3]1.5|1.8]

.41 Drei Tennisballe werden in einem Zylinder verkauft. Die Tennisbélle
haben einen Radius von r cm. Der Zylinder ist so konzipiert, dass er )
gerade grof genug ist, um die drei Balle aufzunehmen. V/(r) ist das _l/
Volumen des verbleibenden Platzes des Zylinders in Abhangigkeit ———
vom Radius r und V(r) ist das Volumen des Zylinders in Abhangigkeit von r.
Bestimme das Volumen V/,(r)!
Zeige, dass V,(2-r) = 8- V(N!
Zeige, dass % = C, wobei C eine Konstante ist! FA |1.5|1.8|
7.42 Eine zylinderférmige Torte mit Radius r und Hohe h ist oben und seitlich gleichmagig
mit einer d dicken Cremeschicht bestrichen. Dabei ist V das Volumen der
Cremeschicht mit V(r, h, d) = (r+d)?2-mw-d+ (2-r+d)-w-h-d.
a) Zeige, wie man zur Formel fir V kommt!
b) Beweise, dass V: R* — R mit V(h) eine streng monotone lineare Funktion ist!
¢) Erklare, ob sich das Volumen der Cremeschicht verdoppelt, wenn die Hohe der
Torte verdoppelt wird und die anderen zwei Variablen konstant gehalten werden!
d) Erklare, warum es sich bei V: R* — R mit V(d) um eine Polynomfunktion vom
Grad 3 handelt, wenn alle anderen Variablen konstant gehalten werden!
FA |1.5|1.8]
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tZusammenfassung

Eine Funktion f: D — W mit D C R und W C R ist eine reelle Funktion.

Eine Funktion f: A — B mit y = f(x) heifSt

¢ injektiv genau dann, wenn zu jedem y € B hochstens ein x € A existiert mit y = f(x).

* surjektiv genau dann, wenn zu jedem y € B mindestens ein x € A existiert mit y = f(x).
¢ bijektiv genau dann wenn, zu jedem y € B ein eindeutiges x € A existiert mit y = f(x).

Gegeben sind die Funktion f: D — Wrund g: Dg — Wg.

* Die Funktion g o f mit (g o f)(x) = g(f(x)) heidt die Verkettung der Funktion g mit f, falls
f(Df) = Wy C Dg. Dabei ist Dg.r= {x € R|x € D¢ /\ f(x) € Dg}

* Die Funktion fo g mit (f o g8)(x) = f(g(x)) heidt die Verkettung der Funktion f mit g, falls
8(Dg) = Wg C Dy. Dabei ist Dr. s = {x € R|x € Dg/\ g(x) € Dy}

Die reelle Funktion f: A — B ordnet jedem x € A eindeutig ein y € B zu.

Kann umgekehrt jedem y € B eindeutig ein x € A zugeordnet werden, so entsteht die
Umkehrfunktion (inverse Funktion) f~1: B — A.

Dann gilt:

e (fof~1)(x) = x fiir alle x € B.

o (f1of)(x) = x fir alle x € A.

Eine Funktion f: A— B mit A C R" und B C R ist eine reelle Funktion in n Variablen.
Fir A kommen hierbei besonders folgende Teilmengen in Betracht:

R? = {(a,, a,)|a; € Rund a, € R} Menge der (geordneten) Paare reeller Zahlen
R3 = {(ay, @y, @z)|ay, @y az € R} Menge aller Tripel reeller Zahlen

R" ={(a4, ay, ... a,)|ay, as, ... a, € R} Menge aller n-Tupel reeller Zahlen

(R*)? ={(ay, a»)|aq, a, € R*} Menge aller Paare positiver reeller Zahlen
(R*)2 ={(ay, as, as)|aq, an, az € R} Menge aller Tripel positiver reeller Zahlen
(RH" ={(@y4, ap, ... ap)lay, a, ... a, € R*}  Menge aller n-Tupel positiver reeller Zahlen

Allgemein kdnnen A und B beliebige Mengen sein, also nicht unbedingt Zahlenmengen,
sondern zum Beispiel auch Mengen geometrischer Figuren oder Korper,
Funktionsgraphen, oder sogar Mengen nichtmathematischer Objekte.

Allgemein gilt:

Eine Funktion (oder Abbildung) von A nach B ist eine
Zuordnung, die jedem Element einer Menge A genau
ein Element der Menge B zuordnet. A heifst die
Definitionsmenge und B die Zielmenge, und die

Menge f(A) der Bildmenge von A ist die Wertemenge W
der Funktion f.

Zusammenfassung oo
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ﬁlermischte Aufgaben zur Vorbereitung auf die Reifepriifung

743 Far den elektrischen Widerstand R eines Drahtes der
Lange I und dem Querschnitt A gilt

I
R=p iy
p ist eine materialabhangige Konstante - der
spezifische Widerstand. FA |1.3]1.5|1.8]
a) Skizziere die Graphen
I = R(l) und
A — R(A)

jeweils unter Konstanthaltung der jeweiligen
anderen Variablen!

b) Der elektrische Widerstand R soll halbiert werden.
Welche Moglichkeiten stehen zur Verfuagung?
Es soll ein kreisformiger Querschnitt mit Radius r
verwendet werden

c) Zeige, dassR=p rz; gilt!

=T

Skizziere den Graphen r — R(r) unter Konstanthaltung der anderen Variablen!
d) Bestimme t derart, dass R(k-r, k-1)=t-R(r, I)!

744 Eine Sanduhr in Gestalt eines Doppelkegels ist gerade umgedreht worden.
Der gesamte Sand befindet sich im oberen Teil und hat dort die Gestalt eines
Typ 2 Kreiskegels mit Radius r in cm und HOhe h in cm.

a) Stelle eine Funktionsgleichung auf, um das Volumen Vin der Sanduhr in
Abhangigkeit von r und h zu bestimmen!
Zeige, dass: V(2r, 2h) = 8- V(r, h)!

Der Sand rinnt gleichmaRig nach unten, und nach einiger g

Zeit hat die Hohe des oben befindlichen Sandkegels um

X cm abgenommen.
«

]
Das Volumen des bereits hinunter gerieselten Sandes V;
in Abhangigkeit von r, h und x ist gegeben durch ‘

V(r, h,x) = 5 rPmh- (1 - (“2))
b) Bestatige diese Volumsformel mit Hilfe des
Strahlensatzes!
¢) Erklare, von welchen Typ die Funktion

Vi r — V() ist!
Skizziere den Graphen der Funktion Vg: r — V(r)!

Angenommen, das Volumen des Sandes ist 200 cm? und die ganze Sandmenge

bendtigt eine Stunde, um nach unten zu rinnen.

d) Bestimme die Zeitdauer, in dem ein Volumen von 70 cm? in den unteren Kegel
geronnen ist! FA |1.311.5|1.8|

y
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Wissens-Check

Wissens-Check

Bearbeite die Aufgaben. Begriinde jeweils deine Auswahl.

Gegeben sind die Funktionen fmit f(x) =3-x -7 und g mitgx)=2-x2 - 4-x + 5.
Ordne den Zahlenwerten jeweils den gultigen Funktionswert aus A bis F zu!

5 A (g°N3)
26 B (g°f)(4)
35 c (8°8)(5)
56 D (fo8)(3)
E (fog)(4)
F (f> g)(5)

Kreuze jene Funktion f an, die injektiv, aber nicht surjektiv ist!

f:R — R mit f(x) =
f: R§ — R mit f(x) =
f: R — RE mit f(x) =
f: Rg — Ry mit f(x) =
f: Ry — R mit f(x) =
f: R~ — R* mit f(x)

Gegeben sind die beiden Funktionen f: x — 3-x?und g&: x — 2 x + 1.
Kreuze den richtigen Funktionsterm von (f e g)(a) an!

12-a%2+3 12-a2+12-a+3 6-a2+1
6-a2+4 4-32+4-a+1 12-a2+3-a

Erganze die Textlicken durch Ankreuzen der jeweils richtigen Satzteile so, dass
eine korrekte Aussage entsteht!

Gegeben ist die Funktion f: Z — Z mit f(x) = k- x + d. Wenn (1] ,
dann ist f injektiv, aber nicht (2]

surjektiv

streng monoton fallend

f(3) < f(-3)
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Wissens-Check
Gegeben ist die Funktion
w3 . y2
(R = R mit £(Xq, Xo, X3, Xay X5 Xg) = %-sin(xe).

Ordne den Typ der Funktion zur Funktionsgleichung zu!

f: R* — R mit f(x,) unter
Konstanthaltung der anderen Variablen.

quadratische f: R* = R mit f(x,) unter
Funktion Konstanthaltung der anderen Variablen.

f: R* = R mit f(x3) unter
Konstanthaltung der anderen Variablen.

trigonometrische f: R* = R mit f(x,) unter
Funktion Konstanthaltung der anderen Variablen.

f: R* — R mit f(xs) unter
Konstanthaltung der anderen Variablen.

f: R* — R mit f(xg) unter
Konstanthaltung der anderen Variablen.

lineare Funktion A

Reziprokfunktion Cc

Gegeben ist f: A — B mit A und B jeweils endliche Mengen. Ferner hat B mehr
Elemente als A.
Kreuze jene Aussage an, die richtig ist!

fist auf jeden Fall surjektiv.

fist auf jeden Fall injektiv.

fist auf jeden Fall bijektiv.

f kann surjektiv sein.

f kann injektiv sein.

f kann bijektiv sein.

In den folgenden Formeln sind x, y € R* und C eine Konstante.
Kreuze jene Formel an, bei der y grofser wird, wenn x erhéht wird!

A Boye X
<y C x3-y=C ,=C
x2-y=C x'y=C x+y=C
Der funktionale Zusammenhang der Wurfweite beim schragen Wurf mit vy und «
V3 - sin(2a)
lautet: W(vg, o) = s

Formel nach dem funktionalen Zusammenhang o(W, vg) um!

a(W, vp) =

(%A-/V\)U!SOJB-%(S €STz(L Gz(9@ 4'a0Vv(e T<cT<1T({ cstTz(e ¢z 3Iaav(T
:uagunso
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